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Un probleme inviers in diagnostiche
strutural: identificazion di danegjaments
in trafs di misuris di frecuencis naturals

e frecuencis di antirisonance

MICHELE DILENA & ANTONINO MORASSI*

Ristret. In chest lavor a si fas viodi che lis variazions des frecuencis naturai e
des frecuencis di antirisonance prodotis da un danegjament strutural in une traf
in vibrazion assial a contignint informazions su cierts coeficients di Fourier da
variazion di rigjdece causade dal danegjament. Cheste proprietat a ¢ usade par
defini une procedure costrutive dal coeficient incognit basade su un agjornament
iteratif da configurazion integre inizial. I risultats des simulazions numerichis
su trafs cun danegjament localizat o distribuit a si son dimostrats in acordo
cun lis previsions da teorie, in particular cuant che lis variazions misuradis
da lis frecuencis e antirisonancis a erin plui grandis dai erérs di modelazion
o di misure. I risultats sperimentai otignits su trafs metalichis cun intais a
an mostrat che, te risoluzion dal probleme inviers, i erérs di modelazion su lis
antirisonancis a vignint gjeneralmentri amplificats rispiet a ce ca sucét cuant
che a si doprin dome misuris di frecuence.

Peraulis claf. Diagnostiche stutural, trafs, frecuencis di risonance e di antiriso-
nance, probleme inviers.

1. Introduzion. Chest lavor al trate un probleme di identificazion di
danegjaments struturai in trafs vibrants basat su la misure des primis
frecuencis naturals e frecuencis di antirisonance.

La gran part des tecnichis dinamichis dopradis par la identificazion
strutural a son basadis su la misure des variazions des frecuencis naturéls,
che si fasi riferiment, par esempli, ai lavors di Adams et al. (1978)
e Hearn & Testa (1991). Di fat, lis misuris des frecuencis naturals a
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son plui semplicis di chés dai muts di vibra e gjeneralmentri a son an-
cje plui precisis. Lis tecnichis diagnostichis disponibilis inte leterature
specializade a son basadis, di solit, suntun criteri di otimizazion che al
proviot un azornament iteratif de distribuzion di rigjidece di un sisteme
strutural, par esempli corispuindi al stat inizial cence danegjament, in
maniere di ridusi la diference tra i valors analitics e chei sperimentai des
primis frecuencis di risonance, che si viodi il libri di Friswell & Motter-
shead (1995) par une presentazion gjeneral di chest sogjet. Par cheste
vie, intai ultims cuindis agns a son stats otigntits risultats interessants,
almancul par ce che rivuarde la identificazion di danegjaments in trafs
e in semplicis struturis a telar, cf. (Liang et al. 1992, Hassiotis & Jeong
1993, Law et al. 1998, Vestroni & Capecchi 2000, Cerri & Vestroni 2000,
Capecchi & Vestroni 2000, Ren & De Roeck 2002, Sinha et al. 2002). In
ogni cas, la mancjance di une struture teoriche clare a mont di chestis
tecnichis di otimizazion e compuarte dute une serie di dificoltats, sore
dut dovudis ae no unicitat de soluzion, che a rindin dificil il studi di
problemis reai, cf. (Davini et al. 1993, Davini et al. 1995, Morassi &
Rovere 1997).

In chest articul il probleme de identificazion di un danegjament stru-
tural intune traf elastiche al ¢ studiat di un pont di viste diferent. Ipoti-
zant che la traf danegjade e sedi otignude come perturbazion dal co-
eficient di rigjidece de traf integre e che la densitat linedr di masse
no cambi, a si mostre che lis variazions des frecuencis naturals e des
frecuencis di antirisonance prodotis dal danegjament si podin meti in
relazion cun cierts coeficients di Fourier de variazion di rigjidece incog-
nite. Cheste proprietat e je doprade par meti adun une procedure di
ricostruzion basade suntun azornament iteratif de configurazion inizial.
In tal cas di une traf libare-libare in vibrazion assial e inizialmentri
costant, si e cjatat che la misure des variazions des sos primis M fre-
cuencis naturals e des primis N antirisonancis de funzion di rispueste in
frecuence corispuindint a une sezion di estremitat de traf, a permetin di
cjatd (M+N) coeficients di Fourier de variazion di rigjidece prodote dal
danegjament. I coeficients di Fourier a son determinats cun riferiment
a une oportune famee di funzions de traf integre, famee che je complete
intun spazi di funzions definidis su dut l'interval (0,¢), dula che £ e je
la lungjece de traf. Chescj risultats a rapresentin un significatif miora-
ment rispiet a chei presentats intal articul di Morassi (2007). Di fat,
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la tecniche diagnostiche svilupade in chel lavor e doprave dome misuris
di frecuencis naturals e, sore dut, e jere aplicabil dome sot la ipotesi
agjuntive che si saves a priori che il danegjament al fos localizat intune
metat, diestre o campe, de traf. Cheste ipotesi une vore restritive e je
stade rimovude intal presint studi. In zonte, i presentin ancje aplicazions
a trafs in vibrazion assial cun profil inizial no necessariementri uniform
e cun danegjaments distribuits.

Lis previsions teorichis de metodologjie diagnostiche a son stadis
verificadis suntun grant numar di simulazions numerichis su trafs in
vibrazion assial cun danegjament distribuit o concentrat. In plui, a son
stats doprats ancje risultats sperimentai di provis dinamichis svilupadis
su trafs in acar cun intais. I risultats des simulazions numerichis si
son mostrats in bon acuardi cun lis previsions de teorie, sedi par la
localizazion dal danegjament sedi par la stime de so severitat, cuant che
lis variazions mediis des frecuencis naturals e di antirisonance e jerin
plui grandis dai erors di modelizazion o di misure. Il stes si pues di
des aplicazions basadis su dats sperimentai, ancje se, in chest cas, si ¢
podut verifica che i erors di modelazion e di misure su lis antirisonancis
a vignivin gjeneralmentri amplificats plui di chei presints tes aplicazions
che a dopravin dome misuris di frecuencis.

Dal pont di viste matematic, la tipologjie dai problemis studiats in
cheste ricercje e rivuarde la ricostruzion dal coeficient di rigjidece di une
traf in vibrazion assial di misuris di un numar finit di frecuencis e an-
tirisonancis. Irisultats di caratar gjeneral che si cognossin par cheste clas
di problemis a son pocs. Il letor interessat a aprofondi chest argoment
e a vé une idee azornade da teorie dai problemis inviers in vibrazion, al
pues consulta il libri di Gladwell (2004). A si rimande, in particolar, ai
articui di Marletta & Weikard (2005) e Rafler & Bockmann (2007) par
studis su problemis inviers cun dats finits par I’operator mono dimen-
sional di Sturm-Liouville, rispetivementri cun potenzial comples e cun
coeficient discontinui. Di resint, Rohrl (2005) al & presentat une interes-
sante tecniche di soluzion di problemis inviers par 'operator di Sturm-
Liouville basade su la minimizazion di un funzional eror costruit cun
lis primis frecuencis dal sisteme. Ai autors a nol risulte che contribits
compagns a sedin disponibii in leterature pal probleme des vibrazions
flessionals. Tal contest de identificazion di danegjaments in trafs, al ¢ il
cas di ricuarda il lavor di Wu (1994) che al a propontt une metodologjie
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di ricostruzion basade su la determinazion di coeficients di Fourier de
variazion di rigjidece di une traf in vibrazion flessional, semplicementri
poiade ai estremis, cuntune fressure simetriche inte s6 metat. A si pues
ancje consulta il lavor di Wu & Fricke (1990) par une aplicazion dal stes
tip in acustiche.

Par ce che al rivuarde il tip di misuris dopradis in cheste ricercje,
al e il cas di sotlined che linterés viers une utilizazion des frecuencis
di antirisonance par aplicazions di identificazion strutural e diagnos-
tiche al ¢ simpri plui cresstt intai ultims agns, cf. Wahl et al. (1999).
D’Ambrogio & Fregolent (2000) a an presentat une tecniche di azorna-
ment strutural che e cjape dentri ancje lis antirisonancis te definizion dal
residui in jessude dal sisteme. I autors a an cjatat che lis antirisonancis
a son sensibilis aes modifichis, ancje pigulis, dal model strutural e, par
chest motif, a podin sedi dopradis par rindi plui robustis lis tecnichis
di identificazion strutural basadis dome su misuris di frecuencis. Jones
& Turcotte (2002) a an propontt une tecniche di azornament iteratif di
modei ai elements finits basade su misuris di frecuencis e antirisonancis.
Bamnios et al. (2002) a an studiat 1'efiet di fressuris viertis sui valors de
impedence mecaniche di trafs e a an sugjerit une metodologjie di iden-
tificazion dal danegjament. Cualchi coment su lis dificoltats a aplica la
tecniche di Bamnios et al. (2002) in cas di interes pratic a si cjate in
Dharmaraju & Sinha (2005).

In fin, d6s peraulis su la organizazion dal articul: i aspiets teorics e
la descrizion da procedure di ricostruzion a son presentats inte Sezion 2.
I risultats des simulazions numerichis e cualchi aplicazion ai cas speri-
mentai a son presentats e discutits inte Sezion 3.

2. Risultats teorics. Ametin che lis vibrazions assials libaris di une traf
cence danegjament a sedin governadis de ecuazion diferenzial ordenarie

(a(z)u'(x))" + Ap(z)u(z) =0 in (0,£), (1)

indula che u = u(z) e je la deformade modal (o mit di vibrd) e VX e je
la corispuindinte frecuence cicliche natural (o frecuence di risonance).
Lis grandecis a(x) = EA(z), p = p(z) e £ a indichin, rispetivementri, la
rigjidece assial, la densitat linear di masse de traf e la s6 lungjece. In
chestis espressions, E al ¢ il modul di Young dal material, A = A(x) e
je la aree de sezion trasversal de traf. In dut il lavor a si assum che il
smorcament material de traf al sedi trascurabil.
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La analisi che o nin a svilupa e rivuarde trafs cun

acCY[0,4]), a(zx)>ao>0 inl0,4], (2)

peC([0,4]), p(z)=po>0 0,4, (3)

indula che ag e pg a son dos costantis fissadis. Ancje se il presint studi al
pues sedi svilupat par condizions ai estremis dal dut gjenerai, o tachin
considerant il cas di une traf cun sezions di estremitat libaris, val a di

a(0)u'(0) = 0 = a(£)u'(£). (4)

A si sa di risultats di caratar gjeneral, cf. Weinberger (1965), che par
coeficients a e p che a sodisfin, rispetivementri, lis condizions (2), (3), e
par condizions ai estremis (4), il probleme (1), (4) al amet une secuence
infinide {\l)}2°_, di autovalors reai che 0 = A" < M < A\ < ..., cun
lim,, oo AL = o0.

Par ogni autovalor AL e esist une uniche autofunzion u!f, = u! (),
m =0,1,2, ..., che a sodisfe la condizion di normalizazion

0
/0 plul Vde =1, m=0,1,2,.... (5)

1
Il mit di vibra ud' (z) = < foz pdl’) * 2 €[0,], de traf libare-libare al &
rigjit, val a di al corispuint ae frecuence natural )\5 = 0.

Imagjinin che un danegjament strutural al si presenti inte traf. Achi
suponin che il danegjament si puedi descrivi intal ambit de classiche
teorie mono-dimensional des trafs in vibrazion assial e che si tradusi in-
tune riduzion de rigjidece assial efetive, cence modifica la distribuzion di
masse, cf. Thomson (1949) e Petroski (1984). Chestis ipotesis a son co-
munementri acetadis intai studis di diagnostiche strutural. Introdusi une
descrizion plui precise dal danegjament a chest livel nol samee tant re-
alistic, ancje parce che chest al domandares une cognossince plui precise
dal disgrat, cognossince che, naturalmentri, no je cuasi mai disponibil
in studis di nature invierse come chei che o stin frontant. Par chescj
motifs, la rigjidece assial de traf danegjade e vegnara cjapade cussi

ac(x) = a(x) + be(), (6)
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indula che la variazion b, = b.(z) produsude dal danegjament e sodisfe
lis condizions:
i) (regolaritat di b)
be € C'([0,4]); (7)

ii) (stime uniform, dal alt e dal bas, di a¢) e esist une costant A9 > 0
tal che
ag < ae(m) < AO in [076]7 (8)

iii) (pigulece di b,)

bell 2 = €O([lall2), (9)

par un numar real e positif €, indula che |O(]|a||z2)| < c|lal|z2 e ¢ e je
une costant positive che no dipent di e.

1
Te ecuazion (9), il simbul || f]| 2 = <f02 f2(w)d:c> * al indiche la norme

dal spazi di Lebesgue L?(0,¢) des funzions f a valors reai e di cuadrat
somabil sul interval (0, ¢), cf. Brezis (1986).

Indicarin cun (ul., AL ), m = 0,1,2,..., la m-ésime autocopie nor-
malizade de traf danegjade, val a di

(ac(@)upe (@) + Mpep(@)upe(@) =0 in (0,0), (10)

ac(0)ub (0) = 0 = ac(0)ul(0), (11)

indula che ac e je definide inte ecuazion (6) e la funzion b, e sodisfe lis
condizions (7)-(9) par un numar positif e.

Dirisultats di caratar gjeneral, cf. Weinberger (1965) e Brezis (1986),
si sa che e esist une sucession infinide di autocopiis {(uZ (x), AL )},
de traf danegjade, cun 0 = A\, < M7 < AL < .. e limy—00 AL, = 0.
In plui, dal moment che un danegjament al introdis une riduzion de
rigjidece assial de traf, val a di,

be(x) <0 in [0,4], (12)

la formulazion variazional dal probleme ai autovalors al mostre che i
autovalors a son funzions decressintis di be, cf. Weinberger (1965), val a
di

M NE m=1,2,... . (13)
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In fin, al e il cas di ricuarda che la analisi di cheste sezion e val par une
variazion di rigjidece be(x) che e pues vé valors positifs o negatifs intal
interval [0, ¢].

2.1 Sensibilitat dai autoval6rs al danegjament. Da chi in indenant
suponarin che la traf danegjade e sedi une perturbazion di ché integre
inizial, val a di ritegnarin che il numar € inte ecuazion (9) al sedi pigul:

e<< 1 (14)

La pigulece di b esprimude inte ecuazion (14) e permet di comprendi
tal studi sedi danegjaments ridots e assegnats su porzions grandis dal
interval [0, ¢] (chei che a passin sot il non di danegjaments distribuits),
sedi danegjaments grafs concentrats in intervai di [0, ¢] di lungjece picule
(danegjaments localizdts). Ducj i doi cas a vegnaran considerats intes
aplicazions di Sezion 3.

Sot la ipotesi di danegjament picul, e val la formule di espansion
asintotiche dai autovalors par ¢ — 0

l
YA A§+/ be(z)(uE (2))2dz + rF (e, m), m=0,1,2,..., (15)
0

cun P
Lo I (e m)

=0. 16
5 o 10

La frecuence dal mut di vibra fondamental e je naturalmentri invariant
a gambiaments dal coeficient di rigjidece. In chest cés, la condizion (15)
si ridis a la identitat A, = AJ".

Une dimostrazion des proprietats (15) e (16) e je stade dade da
Morassi (2007). La dimostrazion e je basade su doi risultats principai.
Il prin al & rapresentat da identitat fondamental che e ven datr: par
ogni € > 0 e par ogni numar intir m, m = 0,1,2, ..., a si a che

l Y4
F—F l'UFIE'LLFIEI': EZL'UFIIITUF/ZE Z.
(AE, Am>/p<>m<>me<>d /Ob<>m<>me<>d (17)

0

F

m ©

[§]

La identitat (17) e ven otignude moltiplicant 1’ecuazion (10) par u
I'ecuazion (1) (cun I'autocopie (u, \) sostituide di (uf, A\l')) par ul
integrant par parts.
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Il secont risultat al rivuarde il compuartament asintotic des soluzions
dal probleme ai autovalors (10)-(11) par € — 0, che si viodi larticul
di Morassi (2007) par aprofondiments. Plui precisementri, a si pues
dimostra che

ul — ul’  in maniere fuarte in H'(0, /) par € — 0, m = 1,2,..., (18)
. \F F
AL = AL, m=12... (19)

Achi, H'(0,¢) al ¢ il spazi di Hilbert des funzions misurabilis f, f :
[0,] — R, che a partegnin, insiemit cun la lor derivade prime dis-
tibuzional f’, al spazi L?(0,¢) des funzions di cuadrat somabil sul in-
terval (0, /), cf. Brezis (1986).

L’espression integral presint inte ecuazion (15) e fas viodi che la sen-
sibilitat de I’m-ésim autovalor a variazions de rigjidece assial al dipent
dal cuadrat de derivade prime dal corispuindint m-ésim miut di vibra dal
sisteme no perturbat. Cuant che la perturbazion b, e & supuart intun
interval di lungjece pigule centrat tal pont xg, z¢ € (0, ¥), la formule (15)
e mostre che la variazion al prin ordin de I'm-ésim autovalor e dipent
dal cuadrat de deformazion linear longjtudinal valutade tal pont xg, che
si consultin in merit i riferiments bibliografics Gudmundson (1982) e
Morassi (1993) par un risultat dal stes tip intal cas di intais o di fres-
suris modeladis cun elements elastics inserits te sezion danegjade. La
espression esplicite de derivade prime di un autovalor rispiet a intais o
fressuris e je stade doprade in (Narkis 1994, Morassi 2001, Morassi &
Rollo 2001, Lele & Maiti 2002, Dilena & Morassi 2004) par identifica
danegjaments localizat in trafs, sot vibrazion assial o flessional, di un nu-
mar minim di misuris di frecuencis naturals. Estensions al cas di sistemis
vibrants discrets cun danegjament localizat a son stadis proponudis da
Dilena & Morassi (2006).

Cumo al vegnara studiat ’efiet dal danegjament su lis antirisonancis
de funzion di rispueste in frecuence (frf) puntual H(v/),0,0) valutade
te sezion di campe x = 0 de traf. In gjeneral, lis frecuencis di antiriso-
nance a corispuindin ai zeris de frf H(V/X, Z¢, ), induld z,, z,, a son
rispetivementri lis assissis dal pont di ecitazion e di chel di misure de
rispueste. Cuant che x. = x,,, i zeris de frf H (ﬁ, Ze, Tyy) a son lis
frecuencis naturals de traf cun il spostament longjtudinal de sezion di
assisse . blocat. Alore, lis antirisonancis de frf H (\&, 0,0) a coincidin
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cun lis frecuencis naturals /A\¢ de mensule (C) cun la sezion di campe,
in x = 0, fissade. Di consecuence, i resonaments precedents a si puedin
ripeti e si cjate che e val la espression asintotiche dai autovalors par
e—0

Y/
)\7?6 = )\g +/ be(x)(ugl(:v))de + rc(e,n), n=12,.., (20)
0
- rC(e,m)|
T E.N
lim ——22L = Q. 21
2 ol 1)

Inte prossime sezion al vegnara aprofondit il probleme inviers di de-
termina la perturbazion de rigjidece assial b. di misuris des primis M
frecuencis naturals e des primis NN frecuencis di antirisonance de frf

H(V/X,0,0).

2.2 1l probleme inviers linearizat. Assumin che lis vibrazions libaris
de traf integre e di ché danegjade a sedin descritis rispetivementri dai
problemis ai autovalors (1) e (10), e che il coeficient b al sodisfi lis
condizions (7)—(9). La procedure di ricostruzion e vegnara ilustrade tal
cas di une traf inizialmentri uniform, val a di cun a = cost. e p = cost.
in [0,/]. Lis autocopiis de traf libare-libare integre a si podin cjata in
forme esate e a an lis espressions chi daur

a /mm\?2 2 mnx
AT}:L = ; (7) , UTI;(HT) = ﬁCOS 7, (22)
m =1,2,.... Il mit di vibra rigjit u{ (z) al & insensibil al danegjament

e par chest motif al vegnara escludit dal studi. Metint lis espressions di

M e ul (z) par m > 1 inte ecuazion (15) si oten

2/9 ¢
PRI v (%) (pf) /0 be(z) sin® m;xdx +rf(e,;m),  (23)
m =1,2,..., indula che r¥(¢,m) al & un tiermin di ordin superiér a e,

cf. condizion (16).
Considerfn cumd la frf puntual H(v/A,0,0). Lis antirisonancis di
H(+/X,0,0) a son lis radis cuadradis dai autovalérs de traf cun la sezion
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di estremitat campe fissade, val a di i autovalérs AS de traf a mensule
(C). Lis autocopiis de traf (C) a an lis espressions

AC = % <(2"2_£1)7r>2 uC(z) = \/Zsin (2";;)” (24)

3

n =1,2,.... Sostituint chestis espressions inte ecuazion (20) si oten
2n—-1Dr\?/ 2\ [ (2n — 1)z
A\ = <2€ 7)), be(x) cos? Td:r +7%(e,n),
(25)
n=1,2,...,indula che 7%(e,n) al & un tiermin di ordin superiér rispiet
ae.
Definin .
F (up (2))* _ 2 pmmz
o, (z) mA,ﬁ = —sin” ——, (26)
! 2
2 (2n — 1)z
o WS @22 |
() 3O 5 ©08 57 (27)
La famee {®F (), ¢ (x)}5°, _, e je une base par lis funzions di cuadrat

somabil su (0, £). Chest al 81gn1ﬁche che cualsisei funzion f, f : [0,4] — R
e f avonde regolar, a si pues esprimi in serie di Fourier

= Z froh@)+ > o8 (), (28)

n=1

indula che {fF}%_ e { ff }2° | ason i coeficients gjeneralizats di Fourier
di f valutats rispetivementri su la famee {®F (2)}2°_; e {®¢ (2)}22,. In
prime aprossimazion, se i tiermins di ordin superior 7 (e,m) e (e, n)
a son trascurats tas ecuazions (23), (25), e se la perturbazion b, e je

svilupade su lis fameis di funzions {®F (2)}>_, e {®¢(2)}°2,, val a di,
be(w) = 3 (BR2F () + BG.2{ (), (29)
k=1
alore lis formulis di espansion asintotiche (23), (25) a deventin
OAE = (ARFBE +ANCBS), m=1.2,.,
- (30)
Ne =D (AL "B+ ALO8G),  n=12,..
k=1
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Intes ecuazions precedentis, SAL | 6AS. a son lis variazions relativis dai

autovalors tra la configurazion integre e ché danegjade:

Afne — )‘fn C ne _ ‘m
T, (S)\ne = T, (31)

m m

oAE, =

par m,n=1,2,..., e

¢ L
4
Afn;F = / @5(5'3)‘1)5(96)61»’6 = CL2£2/0 sin? mz—x sin? kﬂTTxd:L‘,

0
L L
4 2k —1
Af:lgc = / F (2)0 (2)dx = 2£2/ sin? % cos? (E)Mda;,
0 a 0
L 0
_ 4 2n—1)mx . 5 krx
ACTE = /0 oY (2)®F (2)dx = W/o cos? 57 sin? 7 dzx,
¢ ¢
_ 4 (2n — 1)z (2k — )7z
Agk ¢ = /0 Y (2)0{ (x)dx = W/o cos? 7 cos? 57 dz,
(32)
par k,m,n =1,2,.... Un calcul diret al mostre che
AF-F _ 40-C _ 5 am sek=m, AF-C_ qo-F_ L
mk mk ﬁ se k # m’ mk mk a2€ .
(33)

Tes aplicazion pratichis, di solit a si pues misura solamentri i autovalors
dai prins pocs muts di vibra. In efiet, il numar M des frecuencis naturals
e chel, N, des antirisonancis gjeneralmentri al va di 3 — 4 a, al plui, 10.
Di consecuence, invezit di studia il sisteme linear cuntun numar infinit
di ecuazions (30), la analisi che ven datia rivuardara la s6 aprossimazion
finide, val a di il sisteme linear (M + N) x (M + N)

oA = AMN g, (34)

indula che 6\ = (OAL ..,5)\54,(5)\?, ..,5)\10\,), B = (84, ..,ﬁfM,ﬂg, ..,ﬁECN)
e AMN ¢ je la madris cuadrade di dimension (M + N), lis cui compo-
nentis a an lis espressions che a vegnin datr

3.1 _
AMN _ )2 ez SeTm =T (35)
mn 1

% se m # n.
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Un calcul diret al mostre che

det AMN = (2M + 2N R

e (2M +2N +1) BYSY] ; (36)

(AM N) — ( 26)% sem=mn, (37)
mn —(2a2£)m se m ;é n,

m,n =1,...,M + N, e, di consecuence, la soluzion da la ecuazion (34) e
a la forme che a ven datr

2a2/¢
o 2T on 4 aN — 1)AE, —2 E: E:
o = onrran o1 (M F O OXG D ONG))
klk;ém
ﬂCZQG—%((2M+2N—15)\C § NG, +§ ONE,
= 9M 42N + 1 klk#n

(38)

Lis espressions (38) a mostrin cemit che lis variazions relativis dai au-
tovalors a influissin i coeficient di Fourier de variazion di rigjidece pro-
dusude dal danegjament. Une volte che chescj coeficients a son stats
cjatats, la variazion b.(z) a si pues determina aplicant la ecuazion (29).

2.3 Une procedure iterative e un algoritmi numeric. La analisi svilu-
pade sore a si fonde su la linearizazion des espansions in serie di Taylor
(23), (25) dai autovalors de traf danegjade sot condizions ai estremis dal
tip libar-libar e fissat-libar, rispetivementri. Par chest motif, la stime
(29) dal coeficient incognit b, no sodisfe esatementri lis ecuazions (23),
(25). La stime di b a pues sedi miorade ripetint la procedure di identifi-
cazion ilustrade te sezion precedent a parti, pero, de configurazion azor-
nade a() = a + b, induld che b, al & calcolat al pas precedent. Cheste
idee e sugjeris di risolvi il probleme diagnostic par mie¢ de procedure
iterative che o nin a descrivi. Par semplificd la notazion, in cheste part
lindi¢ € al vegnara gjavat, I'm-ésim autovalér misurat de traf libare-
libare (F), AZ, e chel misurat de traf a mensule (C), A, a vegnaran
indicats rispetivementri cun AL e A

PROCEDURE ITERATIVE E ALGORITMI NUMERIC:

1) Indichin cun a(®)(z) = a(x) la rigjidece assial de traf integre.

20



Un probleme inviers in diagnostiche strutural

2) Par s =0,1,2,...:
a) a si risolvi il sisteme linear di (M + N) ecuazions

M
X NEG) = 3 (AFF@GE0) | g OO0 g
k=1

2

30 _ 2C) (ACTFOIGFE) | gC-CLICEY g
1

k

(39)

) ) e (g A7)

indula che (um, a sodisfin la ecuazion diferenzial

(@) + X pu =0 in (0,¢), (40)

cun condizions ai estremis libar-libar e fissat-libar, rispetivementri. Lis
grandecis { 55(8)}]k\i 1 B,?(s)}{gvzl a son i coeficients gjeneralizats di Fourier
de funzion di rigjidece incognite valutats al pas s, val a di

M N
ps) (z) = Zﬁg(s)q)g(s) (z) + Zﬁ’?(s)q)kc(s) (z), (41)
k=1 k=1
e lis componentis A%,gs) a an lis espressions
¢
AZ;F(S) = /0 @ﬁ(s) (x)@S(S) (z)dx, parkm=1,...,M,
4
Ai;c(s) = /0 @z(s)(x)ég(s)(a:)dx, paem=1,....M,k=1,...,N,
l
Agk—S(s) = /0 @g(s)(x)éf(s)(x)da;, parn=1,.... N k=1,..., M,
l
Agk_c(s) = /0 ) (x)@kc(s) (x)dx, park,n=1,...,N.
(42)
b) A si azorni il coeficient a(x):
a**(2) = ¥ (2) + b (z) in [0,4). (43)
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¢) A si calcolin i autovalors /\fn(sﬂ), /\S(SH), m=1,...M,n=1,...,N,
par il coeficient di rigjidece azornat a(S‘H)(m). Se il coeficient azornat al
sodisfe la condizion

1A (RE ARV 1 &R Age
M=\ M R

N

n=1

2
7 ) <7, (44)

m=1
par un parametri di control ~ fissit e avonde pigul, alore si fermin lis
iterazions. Se no, a si torne al pas 2) e si ripet la procedure. A part pocs
cas che a corispuindin a espressions specials dai coeficients di rigjidece,
par esempli cuant che a(z) = const. in [0, ¢], la ecuazion diferenzial (40)
(cun lis relativis condizions ai estremis) no amet autosoluzions in forme
esate. Di consecuence, ’aplicazion dal precedent algoritmi di identifi-
cazion e a bisugne de analisi numeriche. La procedure che e je stade
adotade in chest lavor si fonde suntun model ai elements finits de traf
cun gridele uniform e funzions di forme ¢; = @;(x), i=1,2, linears in ogni
element finit. I coeficients di rigjidece e di masse a son aprossimats cun

funzions interpolantis lineéars, val a di a(xz) = a(z.) + olzer1)-alze)

. x7
Te+1—Te

p(z) = p(xe) + % -z intal e-ésim element finit, x € [zey1, Te),
e lis componentis de madris local di masse, m¢, e di rigjidece, k¢, a an
lis espressions

. Te+1 ” Tet1
mi = [ e k= [ a@)d @ e,

(45)
i,7 = 1,2. Par risolvi il sisteme linear (39) a bisugne determina a ogni
pas s, s = 1,2, ..., U'invierse de madris A%];N(s). Se s = 0, alore 'invierse

de madris A%;N(S) a esist e a a la espression (37). Come che & stat
osservat da Morassi (2007), se la configurazion de traf al prin pas dal
scheme iteratif e je dongje ae traf integre inizial, alore

AMNQ) _ A%;N(O) 4 gAMN (46)

mk mk,e’

indula che 6A%,;]’Z — 0 par € — 0. Duncje, a si pues concludi che

det A%’CN(I) = det A%,;N(O) + ... pare—0, (47)

. o~ A MN() . . . .
e I'invierse de madris A, () 2 & ben definide. Lant indevant cussi, pas

dopo pas, e sot la ipotesi che il coeficient di rigjidece incognit al sedi
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. . e eal e -~ A MN .
une perturbazion di chel inizial, I'invierse de madris A,_; ) o je ben

definide in ogni pas s.

Se dilunc la procedure iterative al capite che il coeficient a**t1) nol
sodisfe la condizion di eliticitat (8), alore la perturbazion bgs) e ven molti-
plicade par un oportun coeficient a(®) positif e plui picul di 1, in gjenar
al®) = 1/2, in miit di vé simpri coeficients che a sodisfin la condizion (8)
cun ag = 1—(1)0 mingco,¢ a(o)(x). Cheste procedure e ven ripetude al plui
cinc voltis in ogni pas dal proces iteratif. Dopo, lis iterazions a vegnin
fermadis e il coeficient di rigjidece cussi otignit al ven cjapat come chel
otimal. Un criteri compagn al ¢ stat adotat su la stime dal alt (8) dal
coeficient di rigjidece, e a si ¢ fissat Ag = 2max,¢(o g a0 (z).

Il numar ~ tal criteri di convergjence (44) al & cjapat coincident a
v = 1.0-107'2 e tal proces iteratif al & stat fissit un numar massim di
50 pas di iterazion.

3. Aplicazions

3.1 Impostazion de analisi diagnostiche. Intes sezions precedentis a
son stats presentats i aspiets teorics di une procedure di ricostruzion
di une perturbazion dal coeficient di rigjidece di une traf in vibrazion
assial a parti da lis misuris des s6s primis frecuencis naturals e des sos
frecuencis di antirisonance. In cheste sezion e ven ilustrade cualchi apli-
cazion sperimental e numeriche de metodologjie e a vegnin discutits i
risultats otigniits te identificazion. I prin doi esemplis a rivuardin une
traf inizialmentri uniform cuntun intai (Esempli 1) e cun danegjament
distribuit (Esempli 2). T esemplis 3 e 4 a rivuardin dos trafs cuntun
danegjament localizat, rispietivamentri cun profil inizial variabil linear-
mentri (Esempli 3) e costant a trats (Esempli 4) .

Intal Esempli 1 la tecniche di ricostruzion e je stade aplicade a dats
sperimentai. In chei altris cas, il probleme diagnostic al e stat studiat
doprant dats simulats, val a di lis frecuencis e lis antirisonancis a son
stadis otignudis di une soluzion numeriche ai elements finits. Ducj i
modei a son stats considerats sot condizions di traf libare-libare e lis
frecuencis di antirisonance a son stadis cjatadis di frf H(v/A,0,0).

La stabilitat de procedure di identificazion rispiet ai erors di misure o
di modelazion e je stade verificade ripetint plui voltis i calcui in presince
di erors di nature aleatoris sui dats. In particolar, lis frecuencis naturals

AEom o= 1,.., M, \/JA¢, n = 1,...,N, a son stadis variadis tignint

ns
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cont di perturbazions dal tip
UTFn =pK )‘fm Ug =pK Ag? (48)

indula che p al & un numar real sielziit a cas intal interval [—1,1] e
K, K > 0, al ¢ il valor massim dal erér. Par ogni configurazion di
danegjament (D1, D2, D3, definidis plui sot) e par ogni livel di eror, a
son stadis svilupadis cent simulazions cun erdér casual di intensitat K =
0.005 (0.5 par cent) e K = 0.01 (1 par cent) cun M = N = 4,6,8, 10, par
un total di cuasi 2400 analisis par ogni model. Lis tabelis dai esemplis
che a vegnin dafir a ripuartin il valér medi dai erérs relatifs in norme L?
e in norme L™ dal coeficient di rigjidece ricostruit. Chescj erors a son
definits intal mat che al ven dair

Haident _ ajust ||L2

a7 | .2

maXmG[O,Z] |aident _ ajust|

eror-L° =

,  eror-L>* = 4
max |aTust]
z€[0,4]

(49)
indula che a'®" = qident(z) e a/¥st = aI¥t(z), x € [0,4], a son rispi-
etivamentri il coeficient identificat e chel just. Inte tabelis e je ancje
indicade la deviazion standard dai erérs L? e L.

Par clarece, i risultats numerics a son compagnats di cualchi figure
che a si riferis a specifichis simulazions. A part la Figure 2 che e rivuarde
un cas sperimental, intes figuris a son confrontats il coeficient just (in
linie sutile) e chel identificat (linie plui gruesse).

3.2 Esempli 1: traf in acar cuntun intai. Intal prin esperiment e je
stade studiade la traf in acar de serie HE100B mostrade in Figure 1.
Lis primis frecuencis naturals e lis antirisonancis de frf H(v/),0,0) a
son stadis determinadis par mie¢ di une tecniche dinamiche impulsive
aplicade a traf integre e a lis dos configurazions danegjadis D1 e D2
mostradis inte Figure 1, a si rimande al lavor di Dilena & Morassi (2004)
par aprofondiments su lis provis dinamichis. Il danegjament al & stat
realizat introdusint un intai simetric te sezion trasversal distant s = 0.55
metris de estremitat di campe de traf. I nivei D1 e D2 a corispuindin
rispetivementri a une profonditat dal intai di 6 e 15 milimetris. L’intai
al a une largjece di cirche 1.5 milimetris e, par vie dal bas nivel de fuarce
di ecitazion, al & restat simpri viert dilunc la vibrazion de traf.

La fuarce di ecitazion e je stade introdusude te sezion de estremitat
campe de traf par mieg di un martiel strumentét e la rispueste assial de
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input force hammer

TTEE————— = =]
! 550 |, crack location ! 800 !
A —

output accelerometer
| 2747
Damage D1 Damage D2
—oy= N
o
= 6
e
— w N
_oy: A
, 100
O

Figure 1. Model sperimental di traf in vibrazion assial e configurazions di
danegjament (Esempli 1 de Sezion 3). Lungjecis in milimetris.

traf e je stade misurade cuntun acelerometri piezoeletric fissat tal mieg de
stesse sezion. I segnai a son stats regjistrats cuntun analizador dinamic
HP35670A e, dopo, a son stats tratats intal domini de frecuence par il
calcul de relative funzion di rispueste in frecuence (frf inertance). La
presince di muts di vibra caraterizats di frecuencis propriis ben separadis
e di valors un grum picui dal smorcament struturdl e a permetat di
dopra la tecniche di identificazion a mat singul par cjata i parametris
modai, c¢f. Ewins (2000). Lis antirisonancis a son stadis determinadis
tignint cont dai cambiaments di £180 de fase de frf. Inte Tabele 1
a son confrontats i valors des primis sis frecuencis e antirisonancis da
traf integre e danegjade. Il model analitic de traf integre al e risultat
pluitost precis e i erors di modelazion no superin I'1.1 par cent. Come
che si spietavisi, il danegjament al ridts lis frecuencis e lis antirisonancis.
Lis variazions mediis des risonancis a son dal ordin dal 0.3 e dal 4.8 par
cent rispetivementri tai doi nivei di danegjament D1 e D2. Passant a
considera lis antirisonancis, intal lavor di Dilena & Morassi (2004) a
e stat fat viodi che la misure de prime antirisonance te configurazion
D1 e a un erér di modelazion di cirche il 6 par cent. In plui, passant
de configurazion integre al nivel D1, al & stat osservat un lizér aument
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Un probleme inviers in diagnostiche
strutural: identificazion di danegjaments in
trafs da misuris di frecuencis naturai e
frecuencis di antirisonance

MICHELE DILENA & ANTONINO MORASSI *

Ristret. In chest lavor a si fas viodi che lis variazions des frecuencis naturai e
des frecuencis di antirisonance prodotis da un danegjament strutural in une traf
in vibrazion assial a contignint informazions su cierts coeficients di Fourier da
variazion di rigjdece causade dal danegjament. Cheste proprietat a ¢ usade par
defini une procedure costrutive dal coeficient incognit basade su un agjornament
iteratif da configurazion integre inizial. I risultats des simulazions numerichis
su trafs cun danegjament localizat o distribuit a si son dimostrats in acordo
cun lis previsions da teorie, in particular cuant che lis variazions misuradis
da lis frecuencis e antirisonancis a erin plui grandis dai erors di modelazion
o di misure. I risultats sperimentai otignits su trafs metalichis cun intais a
an mostrat che, te risoluzion dal probleme inviers, i erors di modelazion su lis
antirisonancis a vignint gjeneralmentri amplificats rispiet a ce ca sucét cuant
che a si doprin dome misuris di frecuence.

Peraulis clav. Diagnostiche stutural, trafs, frecuencis di risonance e di antiriso-
nance, probleme inviers.

1. Introduzion. Chest lavor al trate un probleme di identificazion di
danegjaments struturai in trafs vibrants basat su la misure des primis
frecuencis naturals e frecuencis di antirisonance.

La gran part des tecnichis dinamichis dopradis par la identificazion
strutural a son basadis su la misure des variazions des frecuencis naturéls,
che si fasi riferiment, par esempli, ai lavors di Adams et al. (1978)
e Hearn & Testa (1991). Di fat, lis misuris des frecuencis naturals a

*Dipartiment di Gjeorisorsis e Teritori, Universitat dal Friil, Udin, Ttalie. E-mail:
antonino.morassi@uniud.it
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Figure 2. Traf di Fig. 1 (Esempli 1 de Sezion 3): rigjidece assial EA identi-
ficade par danegjament D1 (a) (cun M =4, N =3) e D2 (M = N =4 (b),
M =N =6 (c)).

Inte aplicazion de tecniche diagnostiche, il model continui de traf
al e stat discretizat in 100 elements finits di lungjece compagne e la
procedure di identificazion e je stade svilupade considerant diferentis
combinazions des primis M frecuencis naturals e N antirisonancis. Al
& impuartant sotlinea che le sielte di une gridele pluitost fine dal model
ai elements finits e garantis erérs di discretizazion trascurabii dilunc il
proces di identificazion. I risultats otigniits a son presentats intes Figuris
2(a) (M =4, N=3)e2Db),2(c) (M=N=4eM =N = 6) pai doi
nivei di danegjament D1 e D2. Cemut che si spietavisi, la identificazion
dal danegjament a falis intal nivel D1. Par ce che e rivuarde la configu-
razion D2, il coeficient di rigjidece identificat otegnut doprant lis primis
cuatri frecuencis e antirisonancis al mostre un andament ossilatori ator
dal valor inizial ag, cuntun minim evident dongje de posizion vere dal
intai. I risultdts no meiorin cuissa ce cuant che si doprin frecuencis e
antirisonancis di ordin plui alt, ancjie se, in chei cas, l'intai al ven lo-
calizat plui ben. La convergjence dal proces iteratif e je avonde svelte e,
in gjenar, a bastin pocjis iterazions (di 5 a 10) par sodisfa il criteri (44).
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3.3 Esempli 2: traf cun profil inizial uniform e cun danegjament
distribuit. Intal secont esempli e je stade studiade la traf cun profil
inizial uniform e cun danegjament distribuit di Figure 3. La traf e je
lungje L = 3.00 metris e e a une sezion cuadrade di 20 x 20 milimetris.
A si imagjine che la rigjidece assial de configurazion danegjade e vedi la
espression

a(x) =

{ao <1—t-0082 (W(Ic_s)» r € (s—c/2,s+c/2), (50)

ap altrimentri in [0, ],

indula che i parametris di danegjament s, t, ¢ a esprimin rispetivemen-
tri I’assisse de posizion central dal difiet, il valor massim de riduzion
di rigjidece (rispiet al valor di riferiment ag) e la grandece de regjon
danegjade, cf. Figure 1(b).

In cheste sezion o considerarin tré configurazions di danegjament:
D1, D2 e D3. Inte configurazion D1 i parametris s, £, ¢ a valin rispetive-
mentri 1.00 m, 0.10 e 0.80 m. Te seconde configurazion danegjade la
grandece t e aumente a 0.20, mentri il danegjament D3 al & otignit
da D2 puartant la largjece de regjon danegjade a ¢ = 1.20 m. In ducj
i tré cas, la lungjece de regjon danegjade e je intor a 1/3 de lungjece
complessive de traf e, duncje, in chest esempli il danegjament a si pues
considera distribuit. L’analisi numeriche e je stade svilupade suntun
model ai elements finits cun 200 elements di lungjece compagne.

Lis variazions mediis des frecuencis naturals e des antirisonancis a
son rispetivementri dal ordin dal 0.7 par cent, 1.5 par cent e 2.3 par cent
dai valors iniziai pas tré configurazions D1, D2 e D3, cf. Tabele 2, e, di
consecuence, achi il danegjament al si pues ritigni gjeneralmentri pigul.

Lis Figuris 4, 5, 6 a ripuartin i risultats de identificazion in assence di
erors sui dats e par M = N = 4,6,8,10. Dai grafics a si pues viodi che il
coeficient di rigjidece al ven simpri identificat cun grande precision, ancje
cuant che si doprin pocs dats in ingres (M = N = 4). In plui, i risultats
de identificazion a meiorin simpri plui man man che si doprin plui fre-
cuencis e antirisonancis, e la tecniche e samee in grat di ricostrui ancje
il livel di danegjament plui bas D1. Chest al € confermat dai risultats
de identificazion ripuartats in Tabele 3. Lis simulazions numerichis a
mostrin che, par un fissat nivel di danegjament, l'erér L? al diminuis
une vore cuant che al aumente il numar des frecuencis/antirisonancis do-
pradis inte analisi. Par esempli, passant da M = N =4a M = N = 10,
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Tabele 2. Traf in vibrazion assial di Sezion 3, Esempli 2 di Figure 3: valors

des frecuencis naturals e des antirisonancis (de frf H(v/X,0,0)) inte configu-
razion integre e intes tré configurazions danegjadis D1, D2 e D3. Configu-
razion integre: E = 2.06 - 10*' N/m?, masse par unitat di volum v = 7850
kg/m3. Configurazions danegjadis: D1 (s = 1.00 m, ¢t = 0.10, ¢ = 0.80 m), D2
(s =1.00 m, t = 0.20, ¢ = 0.80 m), D3 (s = 1.00 m, ¢t = 0.10, ¢ = 1.20 m);
A% = 100- (fintegre — fdaneg) / gintegre T yalors des frecuencis e antirisonancis
a son in Hz.

Mit Integre Danegjament D1  Danegjament D2 Danegjament D3
n fn fn An% fn An% fn An%
Frecuencis
1 853.8 844.8 1.06 834.3 2.29 825.4 3.33

2 1707.6  1690.8 0.99 1672.1 2.08 1659.2 2.84
3 2561.6  2555.2 0.25 2548.1 0.53 2524.3 1.45
4 3415.7  3386.3 0.86 3353.3 1.83 3336.4 2.32
5 4270.0 4236.7 0.78 4201.0 1.62 4176.3 2.19
6 5124.6  5092.7 0.62 5056.4 1.33 5008.7 2.26
7 5979.5  5937.2 0.71 5890.6 1.49 5847.9 2.20
8 6834.8 6787.3 0.69 6734.5 1.47 6683.4 2.21
9 7690.4  7635.1 0.72 7573.8 1.52 7521.4 2.20
10 8546.6 8487.2 0.70 8420.9 1.47 8358.0 2.21

Antirisonancis
1 426.9 422.4 1.06 417.2 2.28 412.6 3.35

2 1280.8  1279.9 0.07 1278.9 0.15 1274.7 0.47
3 2135.0 2114.2 0.98 2090.4 2.09 2075.5 2.79
4 2989.8  2963.5 0.88 2935.4 1.82 2918.8 2.37
5) 3845.2  3827.5 0.46 3807.4 0.98 3763.2 2.13
6 4701.7  4665.8 0.76 4626.2 1.60 4599.7 2.17
7 5559.2 55194 0.72 5475.7 1.50 5437.3 2.19
8 6418.2  6373.0 0.70 6322.3 1.49 6277.1 2.20
9 7278.7  7228.5 0.69 7172.8 1.46 7117.2 2.22
10 8141.1 8084.5 0.69 8021.4 1.47 7961.3 2.21
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Figure 3. Traf di profil inizial uniform e cun danegjament distribuit (Esempli
2 de Sezion 3. Lungjecis in milimetris.

chest eror al va di 0.8%, 0.4% a 0.03%, 0.03% pes dos configurazions D1
e D3, rispetivementri.

Intes simulazions al & stat studiat lefiet di erors casuai dal tip (48)
su lis frecuencis e antirisonancis, cun eror massim corispuindint a K =
0.005e K = 0.01, val adiil 0.5 e I’1 par cent dai valors iniziai. I risultats
complets a son ripuartats in Tabele 3.

La analisi numeriche e mostre che i erors sui dats a an un efiet une
vore impuartant su la stime dal coeficient di rigjidece assial, compuartant
pierditis di precision di ancje doi ordins di grandece rispiet al cas ideal.
In plui, chest efiet al divente plui evident al cressi dal numar N = M
des frecuencis/antirisonancis dopradis inte identificazion. Intal nivel di
danegjament D1, par esempli, 'erér L? al cres di 0.8% a 4.5% passant
dal cas cence erors sui dats a un erdr casual dal 1% cuant che si doprin
lis primis M = N = 4 frecuencis e antirisonancis. In te stesse situazion,
ma cun M = N = 10, lerér L? al passe dal 0.03% al 7%. Il stes
compuartament al & stat osservat par 'eror L*°. Une conferme di chest
risultat a si pues cjata ancje intai esemplis di ricostruzion dal coeficient
di rigjidece ripuartats intes Figuris 7, 8 (par D1 e D2 cun K = 0.005) e
9, 10 (par D3 cun K = 0.005 e K = 0.010).

3.4 Esempli 3: traf di profil inizial variabil linearmentri e cuntune
fressure. Il probleme considerat in chest paragraf al rivuarde la identifi-
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Tabele 3. Risultats de identificazion pe traf in vibrazion assial di Sezion 3,
Esempli 2: valors mediis (su cent simulazions) de norme L? dal erér (e, in
parentesis, de norme L*°) inte stime dal coeficient di rigjidece (cf. ecuazion
(49)) e relativis deviazions standard par lis tré configurazions danegjadis D1,
D2, D3 e par M = N = 4,6,8,10, in assence di erérs (K = 0) e cun erors
casuai su lis frecuencis/antirisonancis di valér massim K = 0.005 e K = 0.010
(cf. ecuazion (48)).

Eror Danegjament D1 Danegjament D2 Danegjament D3
K Eror Dev. std. Eror Dev. std. Eror Dev. std.
M=N=4
0.000  0.0080 0.0164 0.0035

(0.0165) (0.0326) (0.0072)

0.005 0.0231  0.0041  0.0275  0.0036  0.0218  0.0043
(0.0523)  (0.0111)  (0.0641)  (0.0135)  (0.0462)  (0.0119)
0.010 0.0445  0.0083  0.0464  0.0078  0.0438  0.0070
(0.1006)  (0.0262)  (0.1033)  (0.0208)  (0.0939)  (0.0209)

M=N=6
0.000  0.0010 0.0021 0.0010
(0.0024) (0.0051) (0.0025)

0.005 0.0263  0.0043  0.0275  0.0040  0.0272  0.0043
(0.0623)  (0.014)  (0.0637)  (0.0153)  (0.0617)  (0.0138)
0.010 0.0549  0.0078  0.0556  0.0069  0.0553  0.0082
(0.1286)  (0.0276)  (0.1279)  (0.0218)  (0.1271)  (0.0313)

M=N-=38
0.000  0.0007 0.0015 0.0006
(0.0019) (0.0041) (0.0018)

0.005 0.0315  0.0041 00312  0.0042  0.0305  0.0044
(0.0759)  (0.0181)  (0.0752)  (0.015)  (0.0741)  (0.0161)
0.010  0.0707  0.0083  0.0642  0.0080  0.0638  0.0092
(0.1844)  (0.035)  (0.1577)  (0.0304)  (0.1624)  (0.0401)

M=N=10
0.000  0.0003 0.0006 0.0003
(0.0009) (0.0018) (0.0008)

0.005 0.0361  0.0043  0.0355  0.0040  0.0361  0.0035
(0.0912)  (0.0185)  (0.0885)  (0.0166)  (0.0904)  (0.0171)
0.010 0.0707  0.0085  0.0723  0.0095  0.0722  0.0080
(0.1791)  (0.0365)  (0.1855)  (0.0457)  (0.1821)  (0.0385)
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Figure 4. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3). Rigjidece assial FA identi-

ficade par danegjament D1 in assence di erors sui dats.
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Figure 5. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3). Rigjidece assial FA identi-

ficade par danegjament D2 in assence di erdrs sui dats.
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Figure 6. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3). Rigjidece assial FA identi-
ficade par danegjament D3 in assence di erors sui dats.
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Figure 7. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3).
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identificade par danegjament D1 in presince di erors sui dats di livel massim

K = 0.005.
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Figure 8. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA

identificade par danegjament D2 in presince di erdrs sui dats di livel massim

K = 0.005.
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Figure 9. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3).
identificade par danegjament D3 in presince di erdrs sui dats di livel massim

K =0.005.
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Figure 10. Traf di Fig. 3 (Esempli 2 de Sezion 3). Rigjidece assial EA
identificade par danegjament D3 in presince di erdrs sui dats di livel massim
K = 0.010.

cazion di une fressure presint intune traf in vibrazion assial cun estremis
libars, cf. Fig. 11. La traf e a sezion retangolar cun spigul di 20
milimetris e altece variabil linearmentri da 30 a 20 milimetris, rispetive-
mentri dal estrem di campe a chel di diestre. A si assum che la fressure
e interessi dute la largjece de sezion e che e resti simpri vierte dilunc la
vibrazion de traf.

La valutazion dal aument di flessibilitdt produstt de comparse di une
fressure intune traf e je pluitost complicade. Achi, datr la impostazion
sugjeride da Sinha et al. (2002), 'efiet local produsit de fressure al &
aprossimat cuntune riduzion de rigjidece assial FA(z) de traf localizade
intun interval centrat te sezion danegjade e di lungjece complessive 2/,
cence introdusi variazion de densitat linear di masse. In particolar, a
si ¢ adotade une riduzion triangolar de rigjidece che e partis dal valor
nominal inte sezion danegjade, di assisse s, e che si anule in corispuind-
ince des assissis s + £.. In plui, par ce che al rivuarde la lungjece efetive
dal efiet dal danegjament, a si € cjapade la aprossimazion che e ven
daur: 4. = 1.5-d, indula che d e je I'altece de sezion di assisse s inte traf
integre, cf. Sinha et al. (2002). Cun chest model mecanic a son stadis
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Figure 11. Traf di profil inizial variabil linearmentri e cuntune fressure (Es-
empli 3 de Sezion 3). Lungjecis in milimetris.

cjatadis lis frecuencis naturals e lis antirisonancis de traf danegjade.
Tes simulazions a son stats considerats tré nivéi di danegjament, D1, D2,
D3, corispuindints rispetivementri a une fressure cun profonditat dal 20,
40, 60 par cent da ’altece de sezion, cf. Fig. 11, e al e stat doprat un
model discret format di 200 elements finits di lungjece compagne. Par
confront cun modei ai elements finits cun gridele plui fine, a si & podut
verifica che il model sielzlit al introdus erors di discretizazion trascurabii,
sedi te analisi direte sedi in ché invierse. La Tabele 4 e mostre che lis
variazions des frecuencis e antirisonancis a son pluitost pigulis e a van dal
0.7 al 2.5 par cent dai valors iniziai rispetivementri pes configurazions
di danegjament D1 e D3.

I risultats de identificazion par M = N = 4,6, 8, 10 a son ripuartats
in Tabele 5.

Lis Figuris 12, 13, 14 a fasin viodi i grafics dal coeficient di rigjidece
identificat intal cas di misuris di frecuencis e antirisonancis cence erors. 11
coeficient ricostruit al & un andament ondulatori ator dal valor inizial di
riferiment, cuntune riduzion massime che e capite propri in corispuind-
ince de efetive posizion de sezion danegjade. La fressure e je localizade
cun buine precision ancje cuant che a son dopradis dome lis primis 6
frecuencis e antirisonancis, e il profil di rigjidece al & ricostruit un grum
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Tabele 4. Traf in vibrazion assial di Sezion 3, Esempli 3 di Figure 11: valors des

frecuencis naturals e des antirisonancis (de frf H(v/X,0,0)) inte configurazion
integre e intes tré configurazions danegjadis D1, D2 e D3 di Figure 11. Con-
figurazion integre: E = 2.06 x 10'' N/m?, masse par unitat di volum vy = 7850

kg/m3. A% = 100 - (fintegre _

antirisonancis a son in Hz.

fdaneg) / fintegre T yvalérs des frecuencis e

Miat Integre Danegjament D1  Danegjament D2 Danegjament D3
n fn fn A% fn AL fn AT

Frecuencis
1 2577.1  2556.3 0.81 2527.7 1.92 2484.8 3.58
2 5131.0  5115.0 0.31 5093.5 0.73 5061.7 1.35
3 7690.1  7665.7 0.32 7632.0 0.76 7581.0 1.42
4 10251.1 10172.2  0.77  10068.9 1.78 9923.8 3.19
5 12813.3 12806.6  0.05 12798.4  0.12 12787.8  0.20
6 15376.5 15262.7  0.74  15112.9 1.71 14902.5  3.08
7 17940.8 17882.1  0.33 17809.4  0.73  17715.0 1.26
8 20506.3 20435.8  0.34  20343.7  0.79  20215.6 1.42
9 23073.1 22922.7 0.65  22740.2 1.44  22510.3 2.44
10 25641.5 25594.8 0.18 25534.9 0.42 25452.8 0.74

Antirisonancis
1 1387.2  1378.9 0.60 1367.5 1.42 1350.3 2.66
2 3881.2  3878.1 0.08 3873.8 0.19 3867.3 0.36
3 64274  6371.1 0.88 6295.3 2.06 6183.9 3.79
4 8982.8  8972.9 0.11 8959.9 0.25 8941.5 0.46
5 11541.7 11476.2  0.57  11387.5 1.34  11257.1 2.47
6 14102.6  14024.5  0.55 13925.6 1.26  13793.3  2.19
7 16665.1 16639.8  0.15 16606.8  0.35 16560.8  0.63
8 19229.2 19083.2  0.76 18898.7  1.72 18653.5  2.99
9 21794.6  21752.3 0.19 21699.9 0.43 21631.2 0.75
10 24361.7 24235.2 0.52 24073.8 1.18 23856.4 2.07
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Tabele 5. Risultats de identificazion pe traf in vibrazion assial di Sezion 3,
Esempli 3: valors mediis (su cent simulazions) de norme L? dal erér (e, in
parentesis, de norme L*°) inte stime dal coeficient di rigjidece (cf. ecuazion
(49)) e relativis deviazions standard par lis tré configurazions danegjadis D1,
D2, D3 e par M = N = 4,6,8,10, in assence di erérs (K = 0) e cun erors
casudi su lis frecuencis/antirisonancis di valér massim K = 0.005 e K = 0.010
(cf. ecuazion (48)).

Eror Danegjament D1 Danegjament D2 Danegjament D3
K Eror Dev. std. Eror Dev. std. Eror Dev. std.
M=N=4
0.000 0.0243 0.0503 0.0804

(0.1092) (0.2030) (0.2718)

0.005 0.0334  0.0020 00553  0.0027  0.0842  0.0028
(0.1072)  (0.0166)  (0.2026)  (0.0167)  (0.2692)  (0.0142)
0010 0.0517  0.0071  0.0667  0.0059  0.0933  0.0065
(0.1237)  (0.0255)  (0.2052)  (0.0276)  (0.2733)  (0.0256)

M=N=6
0.000  0.0206 0.0428 0.0687
(0.0886) (0.1607) (0.2049)

0.005 0.0348  0.0032  0.0510  0.0031  0.0744  0.0034
(0.0941)  (0.0151)  (0.1652)  (0.0170)  (0.2163)  (0.0134)
0.010 0.0596  0.0086  0.0700  0.0082  0.0889  0.0079
(0.1301)  (0.0287) (0.1795)  (0.0284)  (0.2339)  (0.0246)

M=N=38
0.000  0.0162 0.0342 0.0553
(0.0681) (0.1223) (0.1613)

0.005 0.0369  0.0035  0.0467  0.0037  0.0650  0.0037
(0.0891)  (0.0149)  (0.1360)  (0.0145)  (0.1807)  (0.0177)
0.010 0.0670  0.0079  0.0746  0.0081  0.0872  0.0088
(0.1440)  (0.0274)  (0.1764)  (0.0317)  (0.2129)  (0.0269)

M =N =10
0.000  0.0118 0.0250 0.0397
(0.0494) (0.0874) (0.1002)

0.005 0.0371  0.0040  0.0444  0.0036  0.0549  0.0041
(0.0846)  (0.0162)  (0.1053)  (0.0165)  (0.1301)  (0.0137)
0010 0.0740  0.0086  0.0434  0.0041  0.0846  0.0108
(0.1647)  (0.0367)  (0.1084)  (0.0153)  (0.1924)  (0.0359)
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Figure 12. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D1 in assence di erors sui dats.

ben cuant che M = N = 10. La convergjence dal proces iteratif e je
pluitost svelte e, in gjenar, il criteri di arest (44) al & sodisfat dopo nancje
10 iterazions. Des simulazions fatis al risulte che, par un fissat nivel di
danegjament, I’erér L? al si ridlis man man che il numar des frecuencis
dopradis te identificazion al aumente. In particolar, chest eror al va dal
2.4, 5.0, 8.0 par cent al 1.1, 2.5, 4.0 par cent, rispetivementri par lis con-
figurazions D1, D2 e D3, passant di M = N =4 a M = N = 10. Chest
fat al mostre che i risultats de procedure di identificazion a deventin vie
vie mior man man che a aumentin i dats considerats in ingres. I stes
compuartaments a son stat osservats par 'eror L>°. Naturalmentri, dut
chest al sucét cuant che si doprin misuris justis.

La situazion e cambie cuant che si lavore in presince di erors, cemiit
che si fasara viodi subit. Ancje par chestis analisis numerichis a son
stats cjapats in considerazion erors casuai dal tip (48) cun K = 0.005 e
K = 0.01. L’andament dal erér L? al & risultat diferent di chel dai cas
precedents indula che si dopravin misuris justis. In fat, pe configurazion
danegjade D1, l'erér L? al aumente al cressi dal numar di frecuencis e
antirisonancis dopradis te identificazion, e al passe di 3.3 (K = 0.005),
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Figure 13. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D2 in assence di erdrs sui dats.
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Figure 14. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D3 in assence di erors sui dats.
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Figure 15. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assial FA
identificade par danegjament D1 in presince di erdrs sui dats di livel massim
K =0.005.

5.2 (K = 0.01) par M = N =4 a 3.7 (K = 0.005), 7.4 (K = 0.01)
par M = N = 10. Chest compuartament al pues spiega riguardant che i
erors sui dats a son dal stes ordin des variazions di frecuence prodotis dal
danegjament D1 e, duncje, un al si spiete che no si puedin otegni bogns
risultats te identificazion dal prin nivel di danegjament. A proposit, si
confronti la Figure 12 (cence erors sui dats) e la Figure 15, che e ripuarte
un esempli di ricostruzion dal coeficient di rigjidece par K = 0.005. I
risultats de identificazion a meiorin passant a la configurazion sucessive,
D2, specialmentri cuant che i erors a son pigui (K = 0.005), cf. Fig-
uris 13 e 16. Il danegjament D3 al & simpri clarementri individuabil dal
profil di rigjidece ricostruit, cemut che a si pues ancje viodi dai grafics
des Figuris 17 e 18. Par fini, erér L? al risulte jessi, rispietivamentri, de-
bilmentri cressint e cressint rispiet al numar di frecuencis/antirisonancis
dopradis pes configurazions di danegjament D2 e D3, cf. Tabele 5.

3.5 Esempli 4: traf di profil inizial costant a trats e cun une fressure.

In chest ultin esempli, la tecniche diagnostiche e je aplicade ae traf di Fig.
19. La traf e & profil inizial costant a trats e e presente une fressure inte
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Figure 16. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D2 in presince di erors sui dats di livel massim
K =0.005.
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Figure 17. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assial FA
identificade par danegjament D3 in presince di erors sui dats di livel massim

K =0.005.
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Figure 18. Traf di Fig. 11 (Esempli 3 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D3 in presince di erdrs sui dats di livel massim
K =0.010.

sezion distant 0.40- ¢ dal estrem cjamp. La modelazion dal danegjament
e il studi numeric a son stats svilupats datr lis liniis dal Esempli 3.

La Tabele 6 e ripuarte i dats dinamics de traf integre e danegjade. 1
risultats da la identificazion in assence di erors sui dats e cun erors dal
tip (48), cun K = 0.005 e K = 0.01, a son presentats in Tabele 7. In
tiermins gjenerai, e in analogjie cun 'Esempli 3, il danegjament al ven
localizat ben e ancje la so severitat e ven stimade cun precision cuant
che i erdrs a son plui pigui des variazions di frecuence e antirisonance
prodotis de fressure, che si consulti in proposit lis Figuris 20-25 par
cualchi esempli di ricostruzion dal coeficient di rigjidece par i nivei D1,
D2 e D3. Par ce che al rivuarde i erérs L? e L™ sul coeficient identificat,
ancje in chest cas si son osservats andaments simii a chei dal Esempli 3
e, duncje, a si rimande a la sezion precedent par i detais.

Al ¢l cas di nota che la procedure di identificazion e semee che lavori
ben ancje cuant che il coeficient inizial al & discontinuitats di tip salt,
che si viodi l'articul di Rafler & Bockmann (2007) par ilustrazions di
un metodi di ricostruzion par operador di Sturm-Liouville cun potenzial
discontinui.

43



M. Dilena & A. Morassi

crack location
400 400
1000
Left cross-sectionO Right cross-sectionOl

™ $ Qoi c)jt
o ol o]

20 20 20 20

30
30
30

20

Damage D10 Damage D20 Damage D30

Figure 19. Traf di profil inizial costant a trats e cuntune fressure (Esempli 4
de Sezion 3). Lungjecis in milimetris.
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Figure 20. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D1 in assence di erors sui dats.
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Tabele 6. Traf in vibrazion assial di Sezion 3, Esempli 4 di Figure 19: valors des
frecuencis naturals e des antirisonancis (de frf H(v/X,0,0)) inte configurazion
integre e intes tré configurazions danegjadis D1, D2 e D3 di Figure 19. Con-
figurazion integre: E = 2.06 x 10! N/m?, masse par unitat di volum v = 7850
kg/m?. A,% = 100 - (fintegre _ fdaneg)/fintegre T valors des frecuencis e
antirisonancis a son in Hz.

Mit Integre Danegjament D1 Danegjament D2 Danegjament D3
n fn fn An% fn A% fn An%
Frecuencis
1 2663.3  2641.0 0.84 2610.4 1.99 2564.0 3.73

2 4967.6  4945.1 0.45 4914.9 1.06 4870.6 1.95
3 7836.3  7799.8 0.46 7750.0 1.10 7675.3 2.05
4 10158.4  10080.5 0.77 9980.8 1.75 9845.8 3.08
5 12797.8  12786.3 0.09 12772.2 0.20 12753.8 0.34
6 154879 15370.7  0.76 15214.7 1.76 14993.1 3.19
7 17780.9 17700.8 0.45 17604.2 0.99 17483.2 1.67
8 20650.6  20550.6 0.48 20422.1 1.11 20247.5 1.95
9 22996.9 22856.3 0.61 22691.9 1.33 224924 2.19
10 256154 25539.2 0.30 25440.7  0.68 25305.1 1.21

Antirisonancis
1 1434.2 1425.1 0.63 1412.7 1.50 1394.0 2.81
2 3746.7  3744.1 0.07 3740.6 0.16 3735.2 0.31
3 6397.6  6323.7 1.16 6225.0 2.70 6082.1 4.93
4 9074.0  9065.9 0.09 9055.5 0.20 9041.0 0.36
5 11371.9 11302.7 0.61 11210.5 1.42 11079.4 2.57
6 14240.9 14154.2 0.61 14044.1 1.38 13985.9 2.42
7 16574.3 16548.4 0.16 16514.6 0.36 16467.2 0.65
8 19202.9 19019.0 0.96 18791.5 2.14 18497.7 3.67
9 21907.4 21861.1 0.21 21802.9 0.48 21725.0 0.83
10 24197.3 24063.4 0.55 23897.7 1.24 23681.4 2.13
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Tabele 7. Risultats de identificazion pe traf in vibrazion assial di Sezion 3,
Esempli 4: valors mediis (su cent simulazions) de norme L? dal erér (e, in
parentesis, de norme L°°) inte stime dal coeficient di rigjidece (cf. ecuazion
(49)) e relativis deviazions standard par lis tré configurazions danegjadis D1,
D2, D3 e par M = N = 4,6,8,10, in assence di erérs (K = 0) e cun erors
casudi su lis frecuencis/antirisonancis di valér massim K = 0.005 e K = 0.01
(cf. ecuazion (48)).

Eroér Danegjament D1 Danegjament D2 Danegjament D3
K Eror Dev. std. Eror Dev. std. Eror Dev. std.
M=N=4
0.000  0.0290 0.0577 0.0913

(0.1104) (0.2102) (0.2795)

0.005 0.0363  0.0037  0.0622  0.0029  0.0946  0.0031
(0.1166)  (0.0176)  (0.2093)  (0.0176)  (0.2792)  (0.0139)
0.010 0.0549  0.0087  0.0733  0.0070  0.1031  0.0076
(0.1340)  (0.0256)  (0.2173)  (0.0269)  (0.2936)  (0.0228)

M=N=6
0.000  0.0251 0.0481 0.0770
(0.1102) (0.1689) (0.2306)

0.005 0.0382  0.0048  0.0558  0.0035  0.0824  0.0035
(0.1102)  (0.0178)  (0.1763)  (0.0152)  (0.2414)  (0.0151)
0.010  0.0600  0.0088  0.0737  0.0084  0.0954  0.0077
(0.1438)  (0.0303)  (0.2017)  (0.0272)  (0.2663)  (0.0276)

M=N =28
0.000  0.0216 0.0382 0.0580
0.0632 0.1164 0.1604

0.005 0.0394  0.0055  0.0512  0.0045  0.0667  0.0047
(0.1040)  (0.0235)  (0.1401)  (0.0173)  (0.1744)  (0.0164)
0.010 0.0682  0.0093  0.0751  0.0094  0.0900  0.0110
(0.1591)  (0.0383)  (0.1828)  (0.0277)  (0.2159)  (0.0341)

M =N =10
0.000  0.0187 0.0271 0.0384
0.0725 0.0769 0.0856

0.005 0.0418  0.0054  0.0478  0.0063  0.0556  0.0054
(0.1083)  (0.0280)  (0.1214)  (0.0270)  (0.1357)  (0.0230)
0.010 0.0776  0.0112  0.0818  0.0102  0.0848  0.0100
(0.1892)  (0.0518)  (0.1919)  (0.0387)  (0.1928)  (0.0371)
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Figure 21. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assidl EA
identificade par danegjament D2 in assence di erors sui dats.
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Figure 22. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assial FA
identificade par danegjament D3 in assence di erors sui dats.
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Figure 23. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assidl FA
identificade par danegjament D1 in presince di erors sui dats di livel massim
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Figure 24. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assial FA
identificade par danegjament D2 in presince di erors sui dats di livel massim

K =0.005.
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Figure 25. Traf di Fig. 19 (Esempli 4 de Sezion 3). Rigjidece assial FA
identificade par danegjament D2 in presince di erdrs sui datos di livel massim
K =0.010.

4. Osservazions conclusivis. In chest lavor e je stade svilupade e apli-
cade une tecniche di identificazion di un danegjament strutural basade
su lis misuris des primis frecuencis di risonance e di antirisonance di
une traf in vibrazion assial. A si e fat viodi che lis misuris di chestis
variazions a puedin jessi dopradis par cjata un ciert numar di coeficients
gjeneralizats di Fourier de variazion di rigjidece prodote dal difiet. Dal
pont di viste matematic, chest probleme diagnostic al corispuint a un
probleme inviers ai autovalors par un operador dal tip Sturm-Liouville
cun numar finit di misuris par il cuél, a cognossince dai autors, no je
stade ancjemo dade une rispueste gjeneral. I risultats de aplicazion de
tecniche a cas sperimentai e a un grant numar di simulazions numerichis
a son stats incoragjants e in acuardi cun lis previsions de teorie, massime
cuant che lis variazions misuradis des frecuencis e antirisonancis a jerin
plui grandis dai erors di modelazion o di misure. Al & pero il cas di nota
che i risultats sperimentai otignits su trafs metalichis cun intais a an
mostrat che, te risoluzion dal probleme inviers, i erors di modelazion su
lis antirisonancis a vegnin gjeneralmentri amplificats rispiet a ce che al
sucét cuant che a si doprin dome misuris di frecuence.

49



M. Dilena & A. Morassi

Lis aplicazions che o vin mostrat in chest lavor a son limitadis a trafs
in vibrazion assial, cuant che, invezit, un grumon di situazions pratichis
a clamin in cause lis vibrazions flessionals. Il letor interessat al pues
cjata une tratazion di chest cas intal lavor di Dilena & Morassi (2007).

In conclusion, disin cualchi peraule sui problemis che a restin vierts
e su lis pussibilis direzions di ricercje.

A bisugne ricognossi che a’nd € un ciert numar di problemis gjenerai
di clari te procedure de identificazion che o vin doprat. Par esempli, al
sares impuartant riva a prova la convergjence de procedure iterative di
identificazion e stabili un colegament cun risultats gjenerai de teorie dai
problemis inviers ai autovalors. Un altri aspiet che al mertares cualchi
aprofondiment al rivuarde il colegament di cheste classe di tecnichis e
lis proceduris di identificazion basadis su algoritmis variazionai.

La procedure di identificazion, come che si a a pen dit, e je risultade
particolarmentri sensibil a erors di misure des frecuencis di antirisonance.
Dal pont di viste sperimental, misuris precisis di chestis grandecis a son
plui dificilis di fa rispiet a misuris des frecuencis di risonance, probabil-
mentri parce che a son plui influencadis des condizions sperimentals e dai
inevitabii erérs di misure. In ogni cas, al samee impuartant condusi un
studi sperimental seri e complet par clarl definitivementri chest aspiet.

Par siera, al ¢ il cas di osserva che se la leterature su la diagnostiche
strutural di trafs e je un grum svilupade, no si pues di altretant di ché
che rivuarde sistemis struturai di dimension superior, come, par esempli,
lis membranis e lis piastris vibrants. Chest aspiet al & di grande impuar-
tance par lis aplicazion pratichis e i autors a ritegnin che e deventara
une des sfidis plui significativis dal setor de diagnostiche strutural dal
prossim futtr.
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