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Introduzion ai problemis inviers
dai autovalors in une dimension

ANTONINO MORASSI*

Ristret.  L’obietif di chestis notis al ¢ presenta une introduzion elementar
al problemis inviers classics dai autovalors in une dimension. Si concentre
la atenzion prin di dut su la metodiche di Borg pe identificazion uniche dal
potenzial intun operador diferenzidl di Sturm-Liouville dat in forme canoniche
suntun interval finit.

Key—words. Problemis inviers di autovalors, operadors di Sturm-Liouville,
unicitat, metodiche di Borg.

1. Introduzion. La teorie classiche des vibrazions si interesse de de-
terminazion de rispueste di un determinat sisteme dinamic a un input
prescrit. Chescj problemis a son definits problemis direts di vibrazion e,
in di di vueé si a a disposizion metodis analitics e numerics une vore po-
tents par risolviju. In ogni cas, cuant che si studie un fenomen guviernat
des ecuazions de dinamiche classiche, la aplicazion dal model aes situ-
azions reals dispés e domande la cognossince di parametris costitutifs o
gjeometrics che inte formulazion direte a son considerats part dai dats,
intant che te pratiche no son cognossiits ad implen o no son acessibii aes
misurazions diretis.

Si che duncje, in diviersis areis de sience aplicade e de tecnologjie, si
an di fronta problemis inviers di vibrazion, ven a stai problemis la che
i rlii des incognitis e dai dats a son, almancul in part, invertits. Par
esempli, un dai problemis fondamentai de teorie direte des vibrazions
- pes vibrazions libaris infinitesimals - al ¢ chel de determinazion des
frecuencis naturals e dai muts normai dal cuarp in vibrazion, assumint
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che lis proprietats elastichis e inerzials a sedin cognossudis. Intal con-
test de teorie invierse, al contrari, si trate di costrul un model mecanic
in une determinade classe di sistemis che al vedi fissadis (par esempli,
misuradis) proprietats dai siei autovalors.

Di la des sos aplicazions pratichis, il studi dai problemis inviers di
vibrazion al & ancje un interes matematic intrinsic, stant che i problemis
di risolvi a an carateristichis impuartantis in tiermins di origjinalitat e
dificoltat tecniche, se confrontats cui problemis classics de teorie direte.
Di fat, i problemis inviers par solit no sodisfin i postulats di probleme
ben pontt di Hadamard. Cun di plui, in tancj cas, a son une vore no
linears, ancje cuant che il probleme diret al e linear. Inte plui part dai
cas, par passa chescj ostacui, al € impussibil dopra proceduris teorichis za
prontis. Al covente, invezit, individua une impostazion juste e cjata un
compromes cu la proprietat intrinsiche di jessi mal pontts di chescj prob-
lemis, doprant ideis origjinéls e ricorint a un ts aprofondit di metodis
matematics. Un altri aspiet specific e fondamental dal studi dai prob-
lemis inviers al rivuarde il disvilup di strategjiis specifichis pal tratament
di problemis mal condizionats. Par fini, cuant che lis tecnichis invier-
sis a vegnin aplicadis al studi di problemis reai, a nassin altris ostacui
par vie de complessitat de modelazion mecaniche, de inadeguatece dai
modei analitics doprats pe interpretazion dai esperiments, dai erors di
misurazion e de scjarse completece dai dats disponibii sul cjamp. Si
che duncje, pes aplicazions pratichis, al & di impuartance particolar va-
luta la stabilitat dai algoritmis rispiet ai erérs di misurazion e rispiet ae
precision dai modei analitics doprats par descrivi il fenomen fisic.

Par fissa lis ideis, o cjapin un esempli paradigmatic di probleme in-
viers dai autovalors de mecaniche strutural. Considerin une aste retilinie
sutile di lungjece L, costituide di un material elastic linear omogjeni e
isotrop cun modul di Young costant E, E > 0, e densitat di masse
costante v, v > 0. Lis vibrazions libaris de aste a son guviernadis de
ecuazion diferenzial

2
a% (EA(@W) _ yA(x)aU(;(ft’t) —0, (z,4) € (0,L) x (0,00),
(1.1)
dula che A = A(x) e je la aree de sezion trasversal e w = w(z,t) al ¢ il
moviment longjitudinal de sezion trasversal di assisse z valutat al timp ¢.
Si presum che la funzion A = A(x) al sedi regolar (ven a stai, C2([0, L]))
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e stretementri positive in [0, L]. Si presum che lis sezions finals de aste
a sedin fissis, al val a di

w(0,t) = 0 =w(L,t), t>0. (1.2)

Se la aste e vibre cuntune frecuence w e une forme spazial X = X(x),
ven a stai w(x,t) = X (x)cos(wt), alore lis vibrazions libaris a son gu-
viernadis dal probleme dal valor limit

(A(2)X'(2))" + AA(x)X () = 0, in (0, L), (1.3)
X(0) =0=X(L), (1.4)

dula che A = Zw? ¢ X € C*([0, L)) \ {0}. Il numar (real) A al & clamat
autovalor de aste e la funzion corispondente X = X (z) e je la autofun-
zion associade a A. La cubie {\, X(z)} e je une autocubie di Dirich-

let. Par esempli, se A(z) = costante in [0, L], alore \, = (%)2 e

Xp(z) =/ 2sin 2L n > 1.
O cjatin convenient torna a scrivi il probleme (1.3)-(1.4) te forme
canoniche di Sturm- Liouville, metint

y(x) = VA@) X (2). (1.5)
Duncje, la gnove autocubie {\, y(z)} e risolf

y'(x) + Ay(z) = q(x)y(z), in (0,1), (1.6)
y(0) = 0 =y(1), (1.7)

dula che il potenzial ¢ = g(x) al & definit tant che

(VA())"

q(z) = A

, in (0,1), (1.8)

e dula che, par semplifica la notazion, o vin assumiut L = 1.

Il probleme diret dai autovalors al consist tal cjata i autovalors
{\n}52, e lis autofunzions {y,(x)}22, di (1.6)-(1.7) par un potenzial
q = q(z) dat in [0, 1] o, in maniere ecuivalente, par une sezion trasversal
dade A = A(x) de aste. Al contrari, il probleme inviers dai autovalors
al consist, par esempli, intal cjata informazions sul potenzial ¢ = ¢(x)
in [0, 1] dat il spetri di Dirichlet {\,}>2 de aste.
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Tal nestri esempli introdutif o vin considerat i problemis inviers dai
autovalors pal operador di Ly = —y” + qy suntun interval finit. Cheste
classe di problemis inviers unidimensionai di secont ordin e pues jessi
considerade un argoment avonde consolidat te leterature dai problemis
inviers dinamics. Contribtits fondamentai a son stats dats in chest cjamp
di Borg (1946); Levinson (1949); Marchenko (1950); Gel’fand and Levi-
tan (1955); Hochstadt (1973); Hald (1978); McLaughlin (1988) e altris;
si viodin i libris di P6schel e Trubowitz (1987), Levitan (1987) e Gladwell
(2004) par une presentazion complete.

L’obietif di cheste note al ¢ chel di presentd une introduzion ele-
mentar al probleme de unicitat par chescj problemis inviers datr de
metodiche di Borg. Inte tratazion, o vuei furni lis ideis gjenerals dai
metodis invezit des provis rigorosis completis, che a puedin jessi cjatadis
intai lavors origjinai. La presentazion dai argoments e je cuasi autonome
e i prerecuisits a son la cognossince di base de analisi funzional (Brezis
1986; Friedman 1982) e de analisi complesse (Ahlfors 1984; Titchsmarsh,
1962).

Il scheme dal articul al e chest. Intal paragraf 2, a vegnin presen-
tadis ciertis proprietats gjenerals dal probleme dai autovalors direts. La
metodiche di Borg de unicitat pal probleme inviers dal autovalors e je
descrite intal paragraf 3.

2. Proprietats gjenerals dal probleme diret dai autovaldrs.

2.1 Il probleme dai autovalérs di Dirichlet. O scomencin riclamant cier-
tis proprietats di base dal probleme dai autovalors di Dirichlet (2.1)-(2.2)

y"(x) + Ay(x) = q(x)y(z), in (0,1), (2.1)
par un potenziél real ¢ di cuadrat sumabil in (0, 1), ven asta g € L?(0,1).

i) E esist une secuence di autovalors di Dirichlet {\,}5° ;. T autovalors
a son numars reai e lim, o A, = +00.

ii) T autovalors a son sempligs, o ben

M <A< <A\ <. (2.3)
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e lautospazi U,, associat al nesim autovalor A\,, n > 1, al & dat di

U,, = span{gn}, (2.4)

dula che g, = gn(x) e je la autofunzion autogjene associade a A,
che e sodisfe la cundizion di normalizazion fol g2 (z)dr = 1.

iii) La famee {g,}22 e je une base ortonormal dal spazi D des funzions
continuis che a si anulin in x =0 e x = 1, o ben:

1 )
1 if n=m,
/0 9n(@)gm () dz = Onm = { 0 if n#m, n,m>1, (2.5)

e par ogni f € D la serie
00 1
> cagala), cun e = [ f)gnlade (2.6)
n=1 0

e converg in mut uniformi a f in [0, 1].

Lis proprietats parsore a puedin jessi dedotis de teorie spetral astrate
pai operadors compats autozontats in spazis di Hilbert, che si viodi
Brezis (1986) e Friedman (1982). Une impostazion alternative si base su
metodis di teorie des funzions e su proprietats specifichis dai operadors
di Sturm-Liouville, che si viodi Titchsmarsh (1962).

2.2 Stimis asintotichis des autocubiis. Come che o viodarin intes prossimis
sezions, il compuartament asintotic des autocubiis al zuie un ril impuar-
tant te teorie spetral invierse. Cun riferiment al probleme di Dirichlet
(1.6)-(1.7), o calcolin la soluzion y = y(z, A) dal probleme ai valors iniziai

y”(x) + )\?J(Qf) - Q(x)y(x)7 in (0, 1)7 (27)
y(0) =0,
y'(0) =1,

par cualchi numar (comples salacor) A e par un potenzial ¢ (salacor di
valor comples) in L2(0,1). Considerant la bande diestre come un tiermin
di fuarce, y al pues jessi interpretat tant che il moviment di un ossilador
armonic cun frecuence v/A. Duncje, su la base de rapresentazion di
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Duhamel, la funzion y e je la soluzion de ecuazion integral linear di
Volterra

smfx 7 sin V(z
Si pues dimostra che e esist une soluzion uniche partignint a C([0,1])
di (2.10) (y € C?([0,1]) se q al & continui). Cun di plui, y e je une
funzion interie di ordin 3 in A. O ricuardin che une funzion f = f(\)
de variabile complesse \ e je une funzion analitiche se e a la derivative
ogni volte che f e je definide. Se f e je analitiche in dut il plan, alore si
dis che f e je une funzion interie. Metin M (r) = max|y—, |[f(A)[. Une
funzion interie f = f(\) e a ordin s se s al & il numar plui pigul cussi
che M (r) < exp(r®*€) par ogni € > 0, tant che r — oco. De (2.10) si pues

y(z,\) = —t)q(t)y(t)dt, =« €[0,1]. (2.10)

ancje dedusi che y(z, \) ~ smfx par |A| grant, precisementri
sin | _ Jlalpe
z,\) — < ex (x + [ImV\ ), 2.11
y(z,A) 5y o (lallr2 + | ) (2.11)

. . . . . 1 5 \1/2
in mat uniformi in [0, 1], dula che ||g||;2 = (fo lq(x)] d:c) .V =

RevV A+ iImvV/, i = /=1. 1 zeros di y(1,\) = 0 a son i autovalors
{An} dal probleme di Dirichlet (1.6)-(1.7) e, in chest cas, y = y(x, \,)
e je la autofunzion associade. Su la base de stime (2.11), si spietin che
i zeros di ordin alt di y(1,\) = 0 a sedin dongje dai zeros (al cuadrat)
di sinvA = 0, ven a std A, ~ (n7)? par n — oco. Di fat, cjapin il cercli
Cn = {2 € C| [z —nm| = 7} par n avonde grant. Si pues dimostra che
al esist V € N cussi che par ogni n > N al esist precisementri un zero
di y(1,\) = 0 dentri dal cercli C,,, val a di che cheste stime asintotiche

dai autovalors e ten
[V A — < — (2.12)

La prove di (2.12) si base suntun risultat ben cognosstt de analisi com-
plesse: il Teoreme di Rouché, che si viodi Ahlfors (1984). Metin che
f = f(z), g = g(z) a sedin dos funzions analitichis dentri di C,, e as-
sumin che |f(z)| < |g(2)| su C),. Alore, il Teoreme di Rouché al aferme
che g(z) e g(z) + f(2) a an esatementri il stes numar di zeros in C,,. Par
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aplica chest teoreme, tornin a scrivi la funzion y(1, A) te forme

y(1,\) = <y(1,)\) B Sin\/?x) n sin\/\gxa;
——

= (V) =9

(2.13)

Il pont delicat al consist tal dimostra che |f(A)| < [g(A)] su Cy,. Alore,

visantsi che g(\) al a esatementri un zero \/ A, = n7m dentri di C,,, si
oten la (2.12).

Cumo, metint la stime asintotiche dai autovalors (2.12) inte stime
(2.11) o otignin

sin v/ A\, x 1
y(z,An

Visantsi che g, (z) o otignin la stime asintotiche

IR
1
gn(x) = V2sin(nnz) + O (n) , (2.15)

che e val in maniere uniforme sui sotinsiemis [0,1] x L?(0,1) tant che
n — oo. Infin, iterant la procedure che o vin viodat parsore, la stime
dai autovalors (2.12) e pues jessi miorade par otigni

A = (nm)? +/

0

1 1
1
q(x)dx —/ cos(2nmx)q(x)dx + O () , asn — 0o.
0 n
(2.16)
O concludin cheste sezion riclamant lis stimis asintotichis completis pes
cundizions di contor di Dirichlet, di Robin e pes cundizions mischis.
Metin che «, v € R e notin che o stin assumint che n > 0.

i) Cundizions di Dirichlet y(0) =0 = y(1):

1
n

1
ho = ((n+ )+ [ q<$>dx_a2(n+l)<q>+o( ) (2.17)

gn(x) = VEsin((n + 1)mz) + O <i> . (2.18)
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ii) Cundizions di Robin ay(0) +3'(0) =0 = yy(1) + ¢/(1):
1
b= (4200 - )+ [ gta)is + a4 0(1). @219

on(@) = VI cos(nrz) + O (i) . (2.20)

iii) Cundizions mischis y(0) = 0 = vy(1) + y/'(1):

An = <(n + ;) 7r>2+2’y+/01 q(z)dr+agm+1(q)+0 (i) , (2.21)

gn(x) = V2sin <<n + ;) 7rx> +0 <;> : (2.22)

Achi, a, = fol cos(nmx)q(x)dzr al & 'nesim coeficient di Fourier di ¢ di
tipo cosen, cun Y, <, a2 < oo.

2.8 Numar di zeros des autofunzions: il cas di Dirichlet. O ripuartin di
seguit cualchi risultat ben cognossiit.

Teoreme 2.1 :
La nesime autofunzion di Dirichlet, n > 1, e a esatementri n — 1 zeros
(sempli¢s) dentri dal interval (0,1).

Schi¢ de prove par n = 1. O lin datr Weinberger (1965). De cara-
terizazion variazional dal autovalor plui pigul o savin che

1o 12 2
= Flg)= min  F(g), em P(g)= 0TI 0

e (0,1)\{0) =

al ¢ il cuozient di Rayleigh dal probleme. Se g1 e je la prime auto-
funzion, alore ancje |gi| e je une funzion associade al prin autovalor.
Di fat, (|g1]")? = (sgn(g1)g))? = (¢})* e F(|lg1]) = p1. Stant che la
molteplicitat gjeometriche di ogni autovalor di Dirichlet e je semplige,
dos autofunzions associadis al stes autovalor a an di jessi proporzionals,o
sedi |g1(x)| = cgi(x) in [0, 1], dula che ¢ e je une costant cun |c¢| = 1.
Cumo, se ¢ = 1 alore g1 > 01in (0, 1) e, vicevierse, se ¢ = —1 alore g1 < 0
in (0,1). In ducjidoiicéas g1 nol cambie segn in [0, 1]. Infin, se g1(Z) =0
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par cualchi Z € (0,1), alore ¢1(%) = ¢{(T) = 0, su la base de unicitat
dal probleme di Cauchy pes soluzions dal operadér di Sturm-Liouville,
g1(x) =0 1in [0, 1], une contradizion.

Il risultat par n > 2 al pues jessi otigniit par induzion e doprant
lis proprietats dal caratar di ossilazion des soluzions, che al ¢ definit di
chescj teoremis di Sturm.

Teoreme 2.2 :
Metin che u e v a sedin dos soluzions no banai, cun valors reai, di

u”" + g(z)u=0, in (a,b), (2.24)
v + h(z)v =0, in (a,b), (2.25)

dula che g, h € L*(a,b), —00 < a < b < 0o0. Se g < h cuasi dapardut
(c.d.) in (a,b) e x1, x2 a son doi zeros consecutifs di uw (par esempli,
u(zy) = u(xe) =0, a <z < x9 < b), alore al esist T, v1 < T < x2,
cussi che v(T) = 0.

Teoreme 2.3 :
Metin che u e v a sedin, rispetivementri, dos soluzions di (2.24), (2.25),
cusst che

u(a) cosa +u'(a)sina =0, wv(a)cosa+v'(a)sina =0, (2.26)

dula che a € R. Metin che a, b, g, h a sedin come parsore e metin che
m al sedi un numar intir, m > 0. Se u al a m zeros in (a,b], alore v
al a al mancul m zeros in (a,b] and I'nesim zero di v al é plui picul dal
nesim zero di u.

3. Unicitat: metodiche di Borg.

3.1 Potenzial simetric in L?. Considerin il probleme dai autovalors di
Dirichlet

y'(x) + Ay(z) = q(x)y(x), in (0,1), (3.1)

y(0) =0=y(1), (3.2)
dula che ¢ € L?(0,1) al & un potenzial a valérs reai. Denotin cun
{gn(), A\n}22, [y gadx = 1, lis autocubiis di (3.1)-(3.2). Confrontin
i autovalors di ordin alt dal probleme parsore cun chei dal probleme di
riferiment cun q = 0:
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2"(x) + xz(x) =0, in (0,1), (33)
2(0) =0 = 2(1). (3.4)

O savin che y, = (n7)2, gu(x,0) = v/2sin(n7z), n > 1. Duncje, su la
base de stime asintotiche (2.16) o otignin

1 1
An = Xn —|—/ q(z)dx — / cos(2nmz)q(x)dx + O <1> , parm — oo.
0 0 n
(3.5)

In gjeneral, si scuvierc che cognossi i autovalors di ordin alt al pues furni
informazions dome sul valor medi di q e sui coeficients di Fourier di ordin
superior di ¢ valutats su la famee {cos(2nmz)}7% ;. Stant che la famee
{V2cos(2nmz)}52; U{1} e je une base ortonormél dal spazi des funzions

~ . . _ l
par risplet a & = 3

LZen(0,1) = {f € L*(0,1)] f(z) = f(1 —2) c.d. in (0,1)},  (3.6)

si spietin di podé rigjava informazions da {\,}32; dome pe part par dal
potenzial gq. Chestis considerazions euristichis a son stadis provadis in
maniere rigorose in chest teoreme celebri di Borg (1946).

Teoreme 3.1:
Metin che q € L?,,,,(0,1). Il potenzidl q al ¢ determindt in mit univoc
dal spetri di Dirichlet complet {\,}o2 .

La prove e je par contradizion. Metin che al esisti un altri potenzial
p € L2,.,(0,1), p# g, cussi che il probleme dai autovalors

2" (x) + Az(z) = p(z)z(z), in (0,1), (3.7)
2(0) =0 = 2(1), (3.8)

al vedi esatementri i stes autovalors di (3.1)-(3.2), ven a sta \,(p) =
An(q) par ogni n > 1. Par semplifica la notazion, o denotin cun g,(q) =
9n(2,q), gn(p) = gn(x,p) lis autofunzions di Dirichlet normalizadis as-
sociadis a A, pai potenzidi ¢ e p, rispetivementri. Notin che la nesime
autofunzion di Dirichlet e je par cuant che n e je dispar e e je dispar
cuant che n al e par. Moltiplicant la ecuazion diferenzial sodisfate di

9n(Q), gn(p) Par gn(p), gn(q), rispetivemtri, integrant par parts in (0, 1),
o otignin

1
/0 (4 — P)9n(P)gn(g)dz =0, par ognin > 1. (3.9)
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La prove di Borg e je sutile e avonde complesse. Prime di imbarcjasi
inte prove rigorose, o furnin une argomentazion euristiche.

Des formulis asintotichis des autofunzions normalizadis g,(p), gn(q
dal probleme di Dirichlet cun potenziai p € L2,,,,(0,1), ¢ € L?,.,(0,1), 0
savin, rispetivementri, che g, (z,p) = v2sin(nwx) + O(1/n), gn(z,q) =
V2sin(nrz) + O(1/n) (achi, la prime autofunzion e corispuint n = 1).
Duncje, doprant chestis formis asintotichis in (3.9) e trascurant i tiermins
O(1/n) si cjate

1 1
0= 2/ (q—p) sin®(nmz)dx :/ (q—p)(1—cos(2nmx))dx, n=1,2,...
0 0
Cjapant il limit par n — oo, o otignin fol q= folp e duncje

1
/ (¢ —p)cos(2nmz)dz, n=0,1,2, .., (3.11)
0

ven a sta che ducj i coeficients di Fourier de funzion par (¢—p) a sparissin,
in mit che ¢ = p cuasi dapardut in (0, 1).
Tornin cumo ae prove rigorose. Su la base dai autovalors stimats cu

la (2.16) o vin
1 1
/ qdr = / pdx (3.12)
0 0

e duncje la cundizion (3.9) e pues jessi scrite tant che

1
/0 (¢ —p)(1 = gn(p)gn(q))dz =0, par ognin > 1. (3.13)

Par cjata la contradizion al baste dimostra che la famee {1} U {1 —
9n(Q)gn(p)}22, e je un sisteme complet di funzions in L2, (0,1). In
realtat, o dimostrarin che cheste famee e je une base di L?,.,(0,1). Si
visin che une secuence di vetors {v,, }2° ; intun spazi di Hilbert separabile
H e je une base par H se al esist un spazi di Hilbert & di secuencis
a = (a1,a9,...) cussl che la corispondence @ — > 7 apv, al & un
isomorfisim linear tra h e H (ven a sta un isomorfisim che al & continui
e che al & un inviers continui).

O introdusin I'insiemi di funzions {U, }52, definit tant che

Uo(w) =1, (3.14)
{ Un( (fo 9n(a)9n(p)dx — gn(Q)gn(p)) , n>1. (3.15)
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A clar, {U,}°, al & un sotinsiemi di L2,,,(0,1). O dimostrarin che
{U,}22, al & une base di L?,,,(0,1). Chest al impliche daurman che
ancje {1} U {gn(q)gn(p) — 1352, al & une base di L?,.,,(0,1).

A chest pont si avalin di chest util risultat di analisi, che si viodi
(Péschel e Trubowitz 1987, Teoreme 3 de Apendis D).

Teoreme 3.2:
Sedi {en }n>0 une base ortonormal di un spazi di Hilbert H. Sedi{dy, }n>0
une secuence di elements di H. Se

i) {d,}22 e je in mut che > 2 |len, — dnleq < 400

e
ii) {d,}>2, e je linearmentri indipendente in H,

alore {d, }5°, e je une base di H.

Si visin che une secuence {v,} intun spazi di Hilbert separabil H e
je linearmentri indipendente se ), c,v, = 0 par cualchi secuence {c,}
cun ¢, < oo, alore ¢, = 0 par dutis n. O aplichin il teoreme achi
parsore cun H = L2, (0,1), {€,}22, = {V2cos(2nmz)}>%, U {eg = 1},
d, = U, par ogni n > 0.

La cundizion i) si pues verifica cun facilitat. Su la base de stime
asintotiche (2.15) o vin

Un(z) = V2 cos(2nmz) + O (i) , tant che n — oo (3.16)

e duncje
> 1
D llen=TUnlo=> 0 <n2) < 0. (3.17)
n>0 n=1

La prove de indipendence linear indicade inte cundizion ii) e je ¢ plui
dificil. La idee origjinal di Borg e jere ché di cjatda une secuence di
funzions {V;,,}oe_y C L2,.,,(0,1) cussi che {Uy, Vin}oe,,_g al & un sisteme

di funzions bi-ortogonal in L2,,.,(0,1), ven a sta
(Un,Vn) =1, parognin >0, (3.18)
(Upn,Vin) =0, parognim,n >0, n#m, (3.19)
dula che (Uy, Vin) fo (z)dx. O sielzin
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3.20

Vola) = 1. 3:20)
/ 21)

Vm(:l:) = am(x)’ m Z ]-7

cun

am () = gm (2, q)Cm (2, p), (3.22)
dula che ¢, = {n(x, p) e je une soluzion specifiche de ecuazion diferenzial
C’Zm + AmGn = pCm, In (07 1)' (3'23)

Si a di nota che (,, no je une autofunzion di p stant che (,, nol sodisfe
par necessitat lis cundizions di Dirichlet in corispondence di x = 0 e
x=1.

Par definizion, o vin

(Uo, Vo) =1, (Uo,Vn) =0, (Un,Vp)=0, n>1. (3.24)
Metin che m,n > 1. Stant che

(Un,vm) = _\@(gn(Q)gn(p)va;n) (3'25)

(9n(@)gn(p); ap,) = —((9n(2)gn(D))'s am), (3.26)

un calcul diret al mostre che

((9n(@)gn (D)), am) = %((gn(Q)gn(p))Cam) + %((971((])971(17)),;@1%) =
Ry , Lt ’_
=5 /0 (90(0)92(P))" 9 (@)Gm (p) = 5 /0 (92(0)9n(P))(gm (@) Cm(p)) =

1

1
=3 /0 9m (@) (P) (9 (@) 9n(P) + gn ()9 (P))—

— 9n(0) 90 (P) (90 (0) G (P) + 9m (0) ¢ () =

1 gmn(q)  gn(q)

‘vﬂ[%@%@“%¢m>%@>+
-mMM@@(%W>Tﬂﬂm.@m

Se m # n, m,n > 1, alore

(det < i:% ﬁZ% >>/ = (Am = An)gm(9)9n(q) (3.28)
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(det ( i ) )) = O = A)onP)n(®) (3:29)

Duncje o vin

(Am = M) ((gn(@)gn(P))', am) =
_ %det ( gm(a)  gn(4) >det< gz(p) gn(p) >

Im(@) 9n(a) () g.(p) =0, (3.30)

dal moment che g,,(x,q) = gn(x,q) = 0 in corispondence di x = 0 e
x = 1. Chest al significhe che (U, V;,) = 0 par m,n > 1 e m # n.
Fasin che m = n, m,n > 1. Si visin che

Cn(p) gn(p) ) _ costante, in
det( &) g v) ) = costante, [0,1], (3.31)

la cundizion di biortonormalitat

L et [ @) gn(p) ) _
(U, Vo) = 5 t( AR ) -1 (8:32)

e je sodisfate se e dome se

1 1 1

Go(5:P)94(508) — Gu(5oP)only0) = V2. (3.33)

La funzion ¢, no je determinade in mit univoc de cundizion (3.33). O
vin di imponi une seconde cundizion in x = 5. Si visin che cun n dispar

3
1
e gi(3) = 0. La funzion ¢,(p)

la funzion g,(p) e je par rispiet a x = B

e pues jessi sielte in mit che

1 o1 V2
97 :07 n\g» = - .

Gnl( (3.34)

Alore, la funzion (,(p) e je dispar rispiet a = = % Al contrari, se n e je
par, g,(p) e je dispar e la funzion (,(p) e pues jessi sielte in mut che

1 V2

Cn(iap) - g{l(%,p)’

G(5p) =0, (3.35)
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ven a sta che (,(p) e je par rispiet a = %

In conclusion, cun n par, g,(p) e je dispar e (,(p) e je par, e duncje
la funzion (g,,(p)C.(p))" e je par. Al stes miit, cuant che n al & dispar,
gn(p) € je par e (,(p) e je dispar, e duncje la funzion (g,(p)¢.(p)) e je
ancjemo par, e la costruzion de famee {V},}22 e je complete.

Il metodi presentat parsore al pues jessi slargjat par cuvierzi il cas di
cundizions al contor di Neumann. Considerin il probleme dai autovalors

y'(x) + My(z) = q(x)y(x), in (0,1), (3.36)
y'(0) =0=y'(1), (3.37)

cun ¢ € L?(0,1) a valérs reai. Denotin cun {\,, g,}5%, lis autocubiis.
Borg (1946) al & dimostrat il risultat di unicitat achi sot.

Teoreme 3.3:
Metin q € L2,.,(0,1). Il potenzidl q al ¢ determindt in mit univoc dal

spetri di Neumann ridot {\,}22 ;.
Come tal cas di Dirichlet, il pont crucial al ¢ dimostra che la famee
{1} U{gn(q)gn(p)}52; al & un sisteme complet di funzions di L?,.,,(0, 1).
E val la pene nota che il risultat di unicitat al e valit ancje cence
cognossi 'autovalor plui picul Ag. In realtat, 'autovalor plui pigul al
zuie un rul special in chest probleme inviers, come che al dimostre il
teoreme di Borg (1946) chi sot.

Teoreme 3.4:
Che al sedi ¢ € L*(0,1) cun fol q = 0. Se l'autovalor plui picul Ao dal
probleme (3.36)-(3.37) al ¢ zero, alore ¢ =0 in (0,1).

Di fat, o denotin cun yg la autofunzion associade al autovalor plui
pigul A\g. Pes proprietats ossilatoriis des autofunzions di Neumann, g

nol si anule in [0, 1]. Duncje, o podin dividi la ecuazion diferenzial (3.36)
par yo e integra par parts in (0,1):

1 1,0 1 I\ I\ 2 1 I\ 2
o 5L ([ o
0 0 Yo 0 \%o Yo 0 \%
De (3.38) o otignin y{ =0 in [0, 1] e duncje ¢ =0 in (0,1).

Note 8.5. Si a di nota che i risultats di unicitat otignits parsore no
puedin jessi slargjats, in gjeneral, al probleme di Sturm-Liouville cun
cundizions al contor ancje lizermentri diferents come, par esempli,
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ay(0) 4+ /'(0) =0, (3.39)
{ yy(1) +y'(1) =0, (3.40)

dula che a, v € R. Di fat, se a # 0 e v # 0, lis funzions analighis aes
funzions U, V,, introdusudis parsore no son par necessitat simetrichis
rispiet al pont x = % Borg (1946) al a furnit un cuintri esempli dula
che il probleme dai autovalors cun cundizions al contor dal gjenar (3.39)-
(3.40) nol puarte a un insiemi complet di funzions in L2, (0, 1).
3.2 Unicitdt: potenzidal gjeneric in L?. 1 risultats di unicitat frontéts te
sezion di prime a mostrin che 'insiemi di funzions {g,(q)gn(p)}32, al &
complet in L?,,,(0,1), ven a sta intun spazi di funzions che, apressapoc,
al & la metat de dimension di dut il spazi L?(0,1). Par trata i potenziai
gjenerics in L?(0,1), la idee di Borg (1946) e je stade ché di associa
al probleme di Sturm-Liouville origjinal un altri probleme di Sturm-
Liouville, in mit che l'insiemi di funzions {g,(q)gn(p)}5>o dal probleme
origjinal intun cul insiemi di funzions {g,(¢)g, (p)}5>, dal probleme as-
sociat a formin un insiemi complet di L2(0,1). In particolar, lis cun-
dizions al contor dal probleme associat a son sieltis in mfit di produsi
un compuartament spetral asintotic avonde diviers di chel dal probleme
inizial.

Metin che ¢ € L%(0,1) al sedi un potenzial a valors reai. Tant che
esempli, o considerin il probleme di Sturm-Liouville

y"(x) + My(x) = q(x)y(z), in (0,1), (3.41)

y(0) =0, (3.42)

y(1)=0 (3.43)
e il probleme associat dai autovalors

7" () + A\g(x) = q(2)7(z), in (0,1), (3.44)

y(0) =0, (3.45)

v9(1) +7 (1) =0, (3.46)

dula che v € R. B
Denotin cun {A,(q), yn(q) = yn(z, ¢, M (q)) }72g e cun {\,(q), ¥, (q) =

Un(2, ¢, 2 (q)) 152, lis autocubiis (cun autofunzions normalizadis) dal
probleme dai autovalors (3.41)-(3.43) e (3.44)-(3.46), tal ordin. Intro-
dusin, cumo, i doi problemis di Sturm-Liouville leats, tal ordin, a (3.41)-
(3.43) e (3.44)-(3.46) cun potenzial p € L%(0,1), ven a sta
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2"(z) 4+ Az(z) = p(z)z(z), in (0,1), (3.47)
2(0) =0, (3.48)
2(1) =0 (3.49)

e il so probleme associat

Z'(z) + Az(z) = p(x)z(x), in (0,1), (3.50)
z(0) = 0, (3.51)
vz(1) +Z'(1) = 0. (3.52)
Metin che {A,(p), 20 (p) = 20(2, 0, Mn(P))}, {Mn(p), Zn(p) = Zu(z, p, An(p)
n = 0,1,..., a sedin lis autocubiis (cun autofunzions normalizadis)

dai problemis di autovalors (3.47)-(3.49) e (3.50)-(3.52), rispetivementri.
Borg (1946) al & dimostrat chest risultat di unicitat par doi spetris.

Teoreme 3.4:
Metin che q, p € L*(0,1). Su la base de notazion achi parsore, se
An(q) = A (p) e M\u(p) = An(q) par ogni n > 0, alore p = q.

La prove e seguis lis liniis de prove corispondente pai potenziai si-
metrics, ma, dal sigir, e je plui complesse. Ancje in chest cas, o podin
presenta un argoment euristic semplic¢ a poie dal risultat di unicitat. Par
semplicitat, metin che v = 0 in (3.46) e in (3.52). Alore, imponint che i
problemis di Sturm-Liouville (3.41)-(3.43), (3.47)-(3.49) e (3.44)-(3.46),

(3.50)-(3.52) a vedin il stes spetri {\,}, {\m}, 0 vin, rispetivementri:

/ (4 — P)yn(@)2n(p)dz = 0, / (¢~ D)Tn(@)Zm(p)dz =0,  (3.53)
0 0

par n,m = 0,1,2,.... Doprant lis formulis asintotichis des autofun-
zions (2.18), (2.22) e trascurant i tiermins di ordin superior, par n,m =
0,1,2,... si cjate

1 1
1
/ (¢ — p)sin®((n 4 1)7z)dz = 0, / (q — p)sin®((m + §)Tr:v)dx =0,
0 0
(3.54)
e di chest al seguis che

1 1
/ (g—p)(1—cos(2(n+1)mx))dx = 0, / (g—p)(1—cos((2m~+1)mx)dx =

0 0
(3.55)
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par n,m =0,1,2,..., ven a sta
1
/ (¢ —p)cos(krx)dr =0, k=0,1,2,... (3.56)
0
Si che duncje, in ogni céas o vin ¢ = p in (0, 1).

4. Conclusions. Un dai problemis principai de teorie spetral invierse
pai operadors di Sturm-Liouville in forme canoniche e je la determi-
nazion univoche dal potenzial. In cheste note o vin presentat la clas-
siche impostazion di Borg par un potenzial L? inprin simetric e daspo
gjeneric suntun interval finit. Intune prossime note o presentarin la
impostazion alternative ae unicitat basade su argoments di teorie des
funzions definits inprin di Levinson (1949) e disvilupats intun secont
moment di Hochstadt (1973).
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