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Risultats resints su la identificazion
di une crevadure vierte intune traf par
mie¢ di dats minims di autofrecuencis

ANTONINO MORASSI*

Ristret. In chest contribut si presente une rassegne di cualchi risultat resint te
identificazion di une crevadure vierte intune traf elastiche retilinie cun profil
variabil regolar, sedi sot vibrazion assial infinitesiméal sedi in flession plane,
su la fonde de cognossince di une cubie di frecuencis adate. Si investighin lis
cundizions suficientis pe identificazion univoche de crevadure e si presente un
algoritmi costrutif fondat sul Metodi des Curvis Lambda. Si disciit ancje une
gjeneralizazion dal metodi a lis astis cun profil regolar a dadis.

Peraulis claf. Identificazion dal dam, crevaduris, frecuencis di risonance e di
antirisonance, trafs cun profil variabil, problemis inviers.

1. Introduzion. La identificazion di crevaduris in elements monodimen-
sionai par mie¢ di dats di autofrecuence al € un argoment che tai ultins
trente agns al a riclamat cetant interes di bande de comunitat sientifiche.
Par une panoramiche su lis tecnichis di analisi modal pe individuzion di
dams tes struturis, o fasin riferiment, ai contributs di Hearn & Testa
(1991), Carden & Fanning (2004), Khoo et al. (2004), Humar et al.
(2006).
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A. Morassi

La plui part dai lavors di ricercje a integnin la identificazion di
crevaduris viertis in trafs uniformis, si viodi, jenfri altris contribits,
Adams et al. (1978), Springer et al. (1988), Ruotolo & Surace (1997),
Capecchi & Vestroni (2000), Cerri & Vestroni (2000), Vestroni &
Capecchi (2000), Teughels et al. (2002), Gladwell (2004), Dilena
& Morassi  (2009), Rubio (2009), Pau et al. (2011), Greco & Pau
(2012), e Caddemi & Calio (2009, 2014) pe identificazion di crevaduris
par miec¢ di dats di frecuence e di spostament modal. Lis trafs cun sezion
uniforme a permetin di esprimi la ecuazion di frecuence in forme sierade
e cheste proprietat e rint il probleme inviers plui facil e plui gjestibil,
sedi dal pont di viste teoric sedi dal pont di viste numeric. In di di
vué, e je disponibile, in particolar, une teorie avonde complete pe iden-
tificazion di une singule crevadure vierte in trafs uniformis cuant che
il dam al & pigul, ven a stai cuant che il sisteme danezat al pues jessi
considerat tant che une perturbazion di chel no danezat, si viodi Narkis
(1994), Morassi (2001), Dilena & Morassi (2004). Sul 1s di frecuencis
naturals par identifica un numar finit di pigulis crevaduris in trafs e astis,
il letor al pues cjata une rassegne esaustive de leterature e un algoritmi
ricostrutif origjinal tal interessant articul di Shifrin (2016).

Il probleme di determina une singule crevadure vierte e no neces-
sariementri picule intune aste che e vibre in direzion longjitudinal do-
prant dats di frecuence al & stat risolt di resint in Rubio et al. (2015a).
La crevadure e je modelade cuntune suste longjitudinal linearmentri elas-
tiche metude te sezion danezade. Rubio et al. (2015a) a an dimostrat
che, cognossint la prime frecuence natural (positive) di une aste libare e
la prime frecuence di antirisonance de funzion di rispueste in frecuence,
valutade a une estremitat de aste, si determine in maniere univoche la
posizion e la severitat de crevadure.

Pobcs a son i lavors di ricercje dedicats a la identificazion di crevaduris
no necessariementri pigulis in astis e trafs no uniformis, si viodi, par
esempli, Liang et al. (1992) e Chaudhari & Maiti (2000). In Rubio
et al.  (2015b), al ven introdusit il Metodi des Curvis Lambda tant
che imprest util par formula e risolvi il probleme inviers in chest contest
plui gjeneral. 11 Metodi des Curvis Lambda al & fondat soredut sul
studi di cualchi proprietat rafinade des autofrecuencis intindudis tant che
funzions de posizion e de severitat de crevadure e e permet di elabora un
algoritmi costrutif par risolvi il probleme diagnostic. In chest articul o
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presentin une rassegne di cualchi risultat che o vin otignut di resint lant
datr di chest troi di ricercje e une estension dal metodi aes astis cun profil
regolar a dadis che a vibrin in direzion assial. Il Metodi al & stat metit a
la prove cuntune schirie ample di simulazions numerichis e la so6 stabilitat
rispiet ai erdrs e je stade verificade sedi par dats disturbats sedi par dats
sperimentai. Par une informazion plui detaiade sui aspiets teorics e lis
simulazions numerichis, si rimande il letor interessat ai contributs di
Rubio et al. (2015b, 2018, 2020).

2. Formulazion dal probleme inviers. Considerin une aste sutile, libare,

di lungjece L, che e vibre in direzion longjitudinal. Denotin cun g =
A( ) la aree da la sezion trasversal de aste, z € [0, L] e assumin che Aec
sedi une funzion strentementri positive, diferenziabil in maniere continue
in [0, L]. Il modul di Young (costant) dal material al ¢ denotat cun E,
E > 0; v e je la densitat di volum di masse (costante), v > 0. La aste
e a une singule crevadure te sezion de assisse zg, cun 0 < zg < L. O
prossumin che, vie pe vibrazion, la crevadure e resti vierte e la modelin
tant che une suste elastiche longjitudinal cun rigjiditat K , si viodi Fre-
und & Herrmann (1976), Adams et al. (1978) e Cabib et al. (2001).
Il valor di K al dipent de gjeometrie de sezion trasversal crevade e da lis
proprietats dal material de traf. O fasin riferiment a la sezion 5.2 par une
espression specifiche tal cas di sezion retangolar e crevadure trasversal.
La vibrazion longjitudinal libare de aste, cun frecuence radidl w e am-
plece spazidl v = u(z), e je governade di chest probleme adimensional
dai autovalors

(au') 4+ Xau =0, =z € (0,s)U(s,1), (2.1)
[law/ ()] =0, (22)
K([u(s)]] = a(s)u/(s), (2:3)
a(0)/(0) = 0 = a(1)u/(1), (24)
dula che, par un dat zo € [0,1], 2 = F, s = F e
7> 2, 2
A(x) = A(2), a(z) = j&)), K= Mf(é’o) € (0,00), A= ’VLE‘” .
(2.5)
Cun di plui, o definin [[u(s)]] = (lim,_, o+ u(z) — lim,_,,— u(x)). Sot

des ipotesis descritis parsore, e esist une secuence numerabile di auto-
valors reai, no negatifs, {\, }°° di (2.1)-(2.4) cun pont di cumul in +oo.
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L’autovalor plui bas Ag = 0 al corispuint a un moviment dal cuarp rigjit
u(x) = const, e nol & sensibil al dam. A chest pont, o sin in stat di
aferma il nestri prin risultat. Par semplifica la presentazion, o cjapin in
considerazion in particolar une aste cun profil simetric.

Proprietat 1. Assumin che a = a(x) e je une funzion strentementri
positive e diferenziabil in maniere continue in [0,1], cun a(x) = a(1—x).
La misurazion des primis dos frecuencis naturdls di (2.1)-(2.4) e permet
la determinazion univoche de severitat K e de posizion s de crevadure,
fin a la posizion simetriche (1 — s). La procedure di identificazion e je
costrutive.

3. Il Metodi des Curvis Lambda. Par prova la Proprietat 1 doprant il
Metodi des Curvis Lambda, nus covente cualchi risultat ausiliari. Prin di
dut, o vin ritignat util formula il probleme di identificazion de crevadure
tant che un probleme ecuivalent di chel de determinazion da la posizion
e intensitat di un pont masse intune aste. La ecuivalence jenfri il prob-
leme dai autovalors par une aste crevade (2.1)—(2.4) e il probleme dai
autovalors par une aste che e vibre in direzion longjitudinal e e puarte un
pont masse te sezion trasversal crevade e je ché seguitive. Denotin cun
(A, u) une autocubie di (2.1)-(2.4). Se A > 0, alore A al & un autovalor
dal probleme.

(bw') + Xbw =0, =z € (0,s)U (s, 1), (3.1)
[[w(s)] =0, (3.2)
[[bw’ (s)] = —Amaw(s), (3.3)
w(0) =0=w(1), (3.4)

dula che
w=au in(0,5)U(s,1), b=a"' in[0,1], m=K"1 (3.5

Di cuintri, se (A, w) e je une autocubie dal probleme (3.1)-(3.4), alore
A, A > 0, al & un autovalor dal probleme (2.1)—(2.4) cun autofunzion u
tal che

u=>bw in (0,5)U(s,1), a=>b"1 in(0,1), K=m"1  (3.6)

Chi datir, fondant il resonament su la ecuivalence jenfri i problemis ai
autovalors (2.1)—(2.4) e (3.1)—(3.4), o tornin a formula il nestri prob-
leme inviers di determina une crevadure intune aste libare (simetriche),
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che e vibre in direzion assial, tant che il probleme inviers par deter-
mind l'intensitéat e la posizion di un pont masse intune aste (simetriche)
supuartade in mut semplic che e vibre in direzion assial.

Par studia il probleme diagnostic, o metarin dispes a confront i
autovalors dal probleme (3.1)-(3.4) par m finits che no si smamissin
s € (0,1), cun chei otignits cjapant m = 0 in (3.1)—(3.4). O indicarin
cun (AU, wY) la n-esime autocubie dal probleme no perturbat corispon-
dent. De formulazion variazional e di Massim-Minim, si pues deriva che
AV <\, < AU par ogni n > 1, dula che o vin definit A§ = 0.

Il nestri algoritmi di identificazion al ¢ fondat su proprietats cualita-
tivis des funzions A\, = A, (s,-) e A\, = A (-, m), ven a stai, tal ordin, lis
curvis A-m and A-s, dula che A, al & un autovalor di (3.1)—(3.4) par un
coeficient dat b. Si pues dimostra che il studi di chestis proprietats al
dipent de espression esplicite des derivadis dai autovalors di prin ordin
rispiet a m e s. Cun plui precision, assumin che (A,w = w(x)) al sedi
une autocubie di (3.1)—(3.4). Alore, la funzion A = A(s,m), par s € [0, 1]
e m € [0,00), e je une funzion continue cun derivadis parzials continuis
dal prin ordin e si a

s mw?(s) + fol bw?2 | Om mw?(s) + fol bw?’
(3.7)

ON . mw(s)(w' (sT) +w'(s7)) N ) w?(s)

dula che o vin definit lis dos espressions

W (57) = limgy e (22 Y ew!(57) = limg, o (2202, ).

Esaminin prime la dipendence dal autovalor dal parametri m, par
une posizion dade s dal pont masse. A son validis chestis proprietats:

i) Se wY(sp) = 0 par cualchi sq € [0,1], alore \,(sg,m) = AU par
ogni m positif finit.

ii) Se w¥(sp) # 0 par cualchi sp € (0,1), alore A, = Ap(s0,m) € je
une funzion decressinte in maniere monotone di m in [0, 00).

iii) Se A\, (s0,m0) = AU par cualchi sq € [0,1] e mg € (0,00), alore
wf (so) = 0.

iv) Se wp(so; s0,mo) = 0 par cualchi sp € [0, 1] e mg € (0,00), alore
wf (so) = 0.

Un risultat claf al inten i ponts critics des curvis di A-s. Il risultat al e
esprimit culi dome pai prins doi autovalors di (3.1)—(3.4), stant che par
identifica il pont masse al sara doprat dome chest insiemi di dats spetrai.
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Dat m, 0 < m < oo. Alore A\; = A\(s) e je une funzion strentementri
decressinte (0,1/2), e al esist un unic s € (0,1/2), di mut che %(5} =0,
cussi che Ay = A\a(s) e je, tal ordin, une funzion strentementri decressinte
in (0,5) e une funzion strentementri cressinte in (s,1/2). Ricuardin che
Ai(s) = X\i(1 — s) par s € [0,1].

A chest pont, o sin in stat di presenta ’algoritmi di identificazion.
Chi dair o ilustrin i pas principai de procedure costrutive. I dats di
partence {\1, A2} a son sielziits in miit che 0 < A} < AV, AV <)\ <
)\g . Si & di nota che il limit massim par A; al & stret, o ben il prin
autovalor al & simpri ’sensibil’ al pont masse m. Se Ay = A, alore il
pont masse al & posizionat in s = 1/2 e m al pues jessi determinat in
maniere univoche risolvint la ecuazion A\; = A;(1/2,m). Si che duncje,
tal seguit o cjaparin in considerazion la cundizion no banal Ay < e,
par ipotesi simetriche, o assumin s € (0,1/2).

O tachin cul determina i valors m;, m,, 0 <m; < oo, =1,2, dal
parametri m in miit che A\; = \(1/2, my), A2 = Ao (S2min, ms ), dula che

Somin € (0,1/2) al & il pont unic in maniere che %b:@mm = 0.

Si a di nota che m; # m; e max{m;,m; } < m. O distinguin doi cas.
PrRIN CAs . Se
max{mj ,m;y } =mj, (3.8)

alore la curve y = A\a(s, my ) e ven determinade in [0, 1], si viodi la Figure
1 (part superior). Considerin lis curvis y = Aa(s, M) par M > m7,
M no masse grant. Denotin cun P,(M) il pont di intersezion jenfri
y = Aa(s, M) e y = Ay, cun assisse s(Po-(M)) in miit che s(P.(M)) >
Somin- Po dopo, denotin cun P;(M) il pont unic di intersezion jenfri
y = M(s,M) ey = A, cun s(P;(M)) < 1/2. Si pues cussi prova che
al esist un valér unic di M, che clamarin M, di mit che s(Por(M)) =
s(PL(M)). Tl valér M al ¢ la intensitat de masse m e s = s(Py(M)) al
¢ la s6 posizion.
SECONT CAs. Se

max{mj ,m; } =m,, (3.9)
o determinin la curve y = Ai(s,m; ), denotant cun P;(m;) il pont
unic di intersezion jenfri y = Ai(s,m;) e y = A, cun assisse s; =

s(Pi(msy)) € (0,1/2). A chest pont, o distinguin doi sot cas adizionai.
CAs 2.- a): Assumin che s9in < 1. S€ Somin = $1, alore il probleme
al e risolt. Se Somin < $1, 0 podin ripeti la procedure benza doprade tal
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y=h; (s M) y = Ay(s,my)
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Figure 1: L’algoritmi di identificazion cul Metodi des Curvis Lambda fondat
su lis primis dos frecuencis di risonance: Cés 1 (parsore) e Cés 2 - Sotcés (sot).
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CAs 1, e il probleme inviers al & une soluzion uniche, si viodi la Figure
1 (in bas). CAS 2.- b): Se Somin > s1, alore al esist m* > my di mut
che il pont di intersezion Py (m*) jenfri y = \a(s,m*) e y = Ay al sodisfe
s(Py(m*)) < s(P1(my)), dula che Py(ms; ) al ¢ il pont unic di intersezion
jenfri y = A\1(s,m5 ) e y = A. Shassant il valér di masse di m* a m,, al

esist un valor unic, che clamarin M, di mit che s(Py(M)) = s(PL(M)),
e i parametris identificats a son m = M e s = s(P;(M)).

4. Us di dats di autofrecuencis di antirisonance. Une crevadure in un
cualsisei pont di un insiemi di ponts simetrics di une struture simetriche
e prodis cambiaments identics tes frecuencis naturals. Si che duncje,
come che o vin dimostrat te Sezion 3, la misurazion des primis dos
frecuencis naturals (positivis) di une aste simetriche libare e determine
la colocazion de crevadure fin a une posizion simetriche. Par elimina
cheste indeterminatece intrinsiche dal probleme inviers, si pues dopra te
maniere adate la misurazion des frecuencis di antirisonance. Rinviant a
Rubio et al. (2015b) par plui detais, si pues dimostra chest risultat.

Proprietat 2. Assumin che a = a(x) e je une funzion strentementri
positive e diferenziabil in maniere continue in [0,1], cun a(x) = a(1—x).
La misurazion de prime frecuence natural positive di (2.1)-(2.4) e de
prime antirisonance de funzion di rispueste in frecuence de aste valutade
a une estremitat libare e permet la determinazion univoche de severitat
K e de posizion s de crevadure. La procedure di identificazion e je
costrutive.

Assumin che H(V/\, z;, 7o) e sedi la funzion di rispueste in frecuence
(FRF) de aste che e vibre in direzion assial in (2.1)—(2.4), dula che
Ti, T, a son, tal ordin, la assisse dal pont di solecitazion e dal pont
di misurazion. Cuant che z; = x, = 0, lis antirisonancis dal FRF
H(+/X,0,0) ason i autovalors (lidris cuadrade de) aste (2.1)—(2.4) cu la
cundizion di Neumann a(0)u'(0) = 0 sostituide de cundizion di Dirichlet
u(0) = 0. Si che duncje, il pont principal al ¢ il studi des proprietats
cualitativis des curvis A-m and A-s pal probleme dai autovalors pe aste
no supuartade crevade. La plui part des argomentazions dopradis par
prova la Proprietat 1 a puedin jessi riprodusudis, cu lis modifichis adatis,
e la procedure di identificazion e pues jessi adatade al cas che o stin
tratant. O fasin riferiment dome al fat claf che, par ogni severitat dade
de crevadure, la prime antirisonance A\14 = A14(s) e je une funzion
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strentementri cressinte tal interval (0,1). Al & propit il caratar ossilatori
ridot di Ay4, rispiet a la seconde frecuence natural de aste Ao, che al
permet di elimina la seconde soluzion causade de simetrie.

I risultats precedents a puedin jessi gjeneralizats a operadors di
Sturm-Liouville plui gjenerai di chei parsore. Considerin, par esempli,
la aste crevade in cundizion di estremitats libaris che o vin introdustt
al inizi de Sezion 2. Chi, a diference di chel che o vin ipotizat in prece-
dence in (2.1)—(2.4), la rigjiditat assidl a = a(z) no je nessariementri
proporzional a la densitat di masse p = p(x) de aste, e la vibrazion e je
regolade dal probleme dai autovalors

(aw) +Xpu =0, € (0,5)U(s,1), (4.1)
[[aw/ (s)]] = 0, (4.2)
K[u(s)] = a(s)u'(s), (4.3)
a(0)u’'(0) =0 = a(1)u/(1). (4.4)

Lis funzions a(z) e p(x) a son assumudis tant che funzions strente-
mentri positivis e diferenziabilis in maniere continue, che a sodisfin lis
cundizions di simetrie a(x) = a(1—x) e p(z) = p(1 —z) in [0, 1]. La plui
part dai pas de analisi parsore e pues jessi ripetude e si pues dimostra
che lis Proprietats 1 e 2 a valin ancje in chest cas.

5. Estension aes astis cun profil regolar a dadis.

5.1 Formulazion dal probleme e risultat principal. 1 risultats esponiits
parsore a son stats dimostrats datr de ipotesi che il profil de aste al sedi
regolar (almancul continui e diferenziabil in maniere continue) e simetric
rispiet al pont medi dal as de aste. Dimostrarin di seguit che chestis dos
ipotesi a priori a puedin jessi eliminadis te dimostrazion de Proprietat
2.

Considerin une aste sutil drete libare che e vibre in direzion longji-
tudinal di lungjece L. La aste e je fate di material linearmentri elastic
cun modul di Young costant £, I > 0, e e a densitat di volum di masse
uniforme v, 7 > 0. Denotin cun A=A®2) la aree de sezion trasversal
de aste, cun A( ) > Ao par z € [0, L], dula che Ay >0c je une costante.
Assumin che A=A(z)e sedi regolar a dadis- C'in [0, L], ven a stai che,
Aelasd prime derivade A a son funzions continuis in [0, L] cu la ecezion
dai ponts {5}1 1, 0< & < & < ... < &y < L, dula che i limits di campe
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e di drete di A e A’ a esistin e a son finits:

lim,_ g A(2) = A(&F), limﬁgiA/( 2) = A'(Eh), (5.1)
1 =1,...,N. La aste e a une singule crevadure te sezion trasversal de
assisse zq, 0 < zg < L. O prossumin che la crevadure e resti vierte vie
pe vibrazion e la modelin tant che une suste elastiche longjitudinal cun
rigjiditat K.

La formulazion debile dal probleme dai autovalors, in forme adimen-
sional, cun frecuence radidl w e amplece u = u(z), e je ché che e seguis
par determina (\,u = u(z)), A € Reu € HY(0,s) U H(s,1) \ {0} di
mit che

1 1
/Qw¢m+memnwﬂhﬂ/wax (5.2)
0 0
par ogni ¢ € H'(0,5) U H!(s,1), dula che s = %4 € (0, 1),
_ KL _ 7L2w2 o EAZ .
K= St © (0,00), A="12 &=3 i=1..N, (53)

e (1) = % al significhe diferenziazion rispiet a z. Si & di noté che,
par 0 = § < & < ... <& < s < &q1 < < éy < &y = 1,
il prin integrél sul lat dal cjaf di ¢ampe di (5. ) si intint tant che

1 +1 +1 +1
Jo ()= f@ )+f§( f& +Z] =i+l f@ - Daiur
des ipote51s parsore e esist une secuence numerablle di autovalors reai,

no negatifs {\,}72, di (5.2) dimitche 0 = A\g < A\ < A2 < ... < A\ < ..
e limy,,—y o0 Ay, = +00.

Cemut che o vin za fat, introdusin lis frecuencis di antirisonance
de FRF H(w;0,0) de aste crevade valutade te sezion x = 0. Chestis
antirisonancis a son i autovalors A4 dal probleme seguitif: determina
(Aa,ua =ua(x)), \a €Rewuy € H(lo)(O,s) U H!(s,1)\ {0} in mit che

L/%WM%memﬂww=M/amwx (5.4)
0 0

par ogni ¢ € H(lo)(O, s)UH!(s,1), dula che H(lo)((), s) al e 'insiemi da lis

funzions che a apartegnin a H'(0, s) e che si sfantin a = 0. Denotin cun
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0 < Aa < Aga < ... < A\pa < ...iautovalors di (5.4), cun limy, o0 Apa =
+00.
A chest pont, o sin in stat di aferméa une gjeneralizazion de Proprietat

Proprietat 3: La misurazion de prime frecuence naturdl (positive) A\
of (5.2) e de prime frecuence di antirisonance A4 of (5.4) nus permet
di determind in maniere univoche la posizion s e la severitat K di une
singule crevadure vierte intune aste regolar C'a dadis. La procedure di
identificazion e je costrutive.

La dimostrazion de Proprietat 3 e domande une cierte cuantitat di
lavor preliminér, e la derivazion di cualchi strument matematic gnuf
rispiet ae aste cun profil regolar. In curt, la dimostrazion si fonde su
dos proprietats principals. In prin ltc, cemiit che o vin viodut prime,
il probleme dai autovalors par une aste crevade cun profil no regolar al
pues jessi formulat tant che un probleme ecuivalent par une aste che e
vibre cuntun pont masse m (= 1/K) te posizion s. In secont luc, si pues
dimostra che la curve A\1-s o ben la funzion A\; = A;(-;m) che e esprim il
compuartament de prime autofrecuenze (positive) de aste crevade libare
rispiet a la variabil s par un valér dat m, e a esatementri un pont critic
- in efiets, un minim - dentri dal interval dal as de aste. Cun di plui, la
funzion A\14 = A14(s) e je strentementri cressinte in [0,1) e a’gé"‘ (0) > 0.
Si pues dimostra che chestis proprietats a derivin de formulazion debile
dal probleme dai autovalors, che, a diference dal metodi doprat in Rubio
et al. (2015b) pes astis cun coeficients regolars, e permet di incorpora
cun facilitat lis discontinuitats dal profil e e rint plui facil il studi de
dipendence dai dats di autofrecuence dai parametris di dam. Pai detais,
o rimandin i letors a Rubio et al. (2020).

5.2 Aplicazions. Par meti a la prove la eficacie di identificazion rispiet
ai erors tai dats, la procedure di ricostruzion e je stade aplicade a cas
pseudo sperimentai cun valors di frecuence disturbats. Achi datr, o
presentin e o comentin une schirie selezionade di risultats.

Si cjape a model une aste di acar libare crevade cun sezion trasversal
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retangolar cun base B = 0.02 m (costante) e altece H = H(z) dade di

H(z) = H, (i (%)2 + 1> , 0<z<L,, (5.5)
H(z) = Hy G (%)2 + i) , Ly<z<L, (5.6)

dula che L =1 m, Ly = 0.6 m e Hy = 0.02 m. Il modul di Young
e il rapuart di Poisson dal material a son, tal ordin, £ = 207 GPa e
v = 0.3. La aste e a dos crevaduris simetrichis trasversals, ognidune
cun front paralél al 1at B e ognidune di profonditat % =412 mm (K =
1.4276 x 10'9 N/m) posizionadis a z4 = 0.35 m dal cjaveg di ¢campe.

I risultats de identificazion dal dam pai dats perturbats (f1)meas = (1 =
kl)(fl)e:cact € (flA)meas == (]- + kQ)(flA)ezact si viodin te Tabele 1 (kl =6
%1074, ko = 9 x107%) e te Tabele 2 (k; = 2.5 x107%, kg = 4 x10~%). Si furnis
une stime de profonditat de crevadure, otignude de rigjiditat stimade f/iest
par mie¢ des ecuazions (5.7) e (5.8). Daspo di vé identificat la rigjiditat K e
la posizion de crevadure s, al ¢ pussibil determiné la profonditat de crevadure
doprant la relazion esplicite jenfri la profonditat de crevadure e la rigjiditat K.
Tal cas che o stin esaminant, se o denotin cun % la profonditat de crevadure di
ogni lat, la rigjiditat K de suste elastiche che e simule il dam e je esprimude
tant che R

[/{\, _ EA(Zd) ’
Lo (v; )
dula che (si viodi Ruotolo & Surace (2004))

(5.7)

H
S(v;a) =2 (de) (1 —v2)(0.73140® — 1.0368a" + 0.5803a5+
+ 1.20550° — 1.0368a* + 0.2381a° + 0.9852a%)  (5.8)
ea= % al e il rapuart di crevadure. Si che duncje, dai valors identificats

di K e s, cognossint %, al & pussibil, in prin lic, determind §;(v; @) e, po

dopo, la profonditat de crevadure d par mieg de inversion de ecuazion (5.8)
rispiet a . Pai valors usuéi di v (e.g., v =~ 0.3), la funzion &; = §;(v;-) e pues
jessi simpri invertide in maniere univoche tal interval o € [0, 1], ancje se la
espression (5.8) di solit e je acurade intun interval inferior.

La analisi des Tabelis 1-2 e mostre che la procedure di identificazion e
je sensibile ai erors sui dats, ancje se lis discrepancis te stime de profonditat
de crevadure a son plui bassis in maniere significative rispiet a chés che a
corispuindin ae prevision di rigjiditat, stant che a son sot dal 5 par cent par
ducj i doi i campions, ogni volte che si assum il nivel di erér inferiér. Cheste
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diferente sensibilitat e je dade de relazion no linear (5.8) jenfri la rigjiditat K
e la profonditat de crevadure. Dut cés, si & di notad ancje che la cuantitat di
erdr assollt che o vin considerat sui dats di frecuence (par esempli, 1 —2 Hz su
valor di frecuence tal interval di 1200 a 2500 Hz) e corispuint a une grandece
resonevule tes aplicazions concretis. Si spietisi che chest erér assolit al puedi
jessi ridustut ancjemo, miorant, tal stes timp, sedi la procedure sperimental sedi
la elaborazion analitiche dai dats otigntits intun test di vibrazion.

6. Trafs in vibrazion flessional. In cheste sezion o cjapin in esam, in curt, la
identificazion di une singule crevadure vierte intune traf in vibrazion flessional,
cun profil variabil, cul Metodi des Curvis Lambda. Par une esposizion plui pre-
cise dai risultats e dai detais des provis, il letor interessat al pues fa riferiment
a Rubio et al. (2018).

O assumin che la crevadure si verifichi te sezion trasversal di assisse z4, cun
0 < zg < L, dula che L e je la lungjece di une traf in cundizion di supuart
sempli¢ ai doi cjavegs. O assumin ancje che la crevadure e resti vierte vie
pe vibrazion e che e sedi modelade tant che une suste rotazional linearmentri
elastiche cence masse, cun rigjiditdt K, si viodi Freund & Herrmann (1976).
La vibrazion flessional libare de traf cun frecuence radial w e amplece u = u(z)
(x = z/L, z € [0,L]) e je regolade di chest probleme dai autovalors (scrit in
forme adimensional)

(ju")" = Apu =0, in(0,s)U(s,1), (6.1)
u(x) =u"(x) =0, inzx=0ex=1, (62)
[[u(s)]] = [[Gu")(s)]] = [[Gu") ()] = 0, (6.3)
K[[u/(s)] = j(s)u”(s), (6.4)

duld che s = 2z4/L, s € (0,1), K = IA(L/EIO7 K € (0,00), A = L*?/Elj e
Ip = CL*, cun C > 0 une costante assolude. Culi, p = p(z) e je la densitat di
masse par unitat di lungjece, e j = j(x) al & il secont moment (adimensional)
de aree intor dal as traviers dal centroit de sezion trasversal, a scuare rispiet
al plan di vibrazion (I'as neutri). O assumin che j(z) e p(z) a sedin funzions
regolars positivis in [0, 1], e a sedin simetrichis rispiet al baricentri dal as de
traf.

Il studi dal probleme inviers al va datr des stessis liniis de analisi corispon-
dente pal probleme des vibrazions assials, ancje se cun diferencis significativis.
La analisi si fonde su tré passags principai. In prin lic, si dimostre che il
probleme dai autovalors pe traf crevade (6.1)—(6.4) al pues jessi trasforméat in-
tun probleme dai autovalors ecuivalent par une traf cun supuart semplig che e
puarte un pont masse m = 1/K te sezion trasverséal crevade s, cun coeficients
adats di rigjiditat flessional e densitat di masse. Si che duncje, come tal cas de
vibrazion assial, il probleme di rilevazion de crevadure al & trasformat tal prob-
leme ecuivalent di determiné la posizion s e la grandece m di un pont masse di
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une cubie adate di autofrecuencis. Tal secont passac¢ o studiin lis curvis lambda
di tip A —m e A — s. La analisi si fonde ancjemo su la determinazion esplicite
des derivadis dai autovalors rispiet ai parametris s e m e su lis proprietats
specifichis des cubiis dai autovalérs de traf crevade. Daiir di une assunzion
tecniche a priori sui zeris di une cierte funzion, determinade tai tiermins de
funzion dai autovalors dal probleme, lis proprietats descritis parsore a vegnin
dopradis tal tier¢ e ultin passac par defini I'algoritmi costrutif dal Metodi des
Curvis Lambda par risolvi il probleme inviers. Plui precisementri, si dimostre
che lanalic de Proprietat 1 dal cas assial al e vér, o ben la crevadure e pues
jessi identificade in maniere univoche fin a une posizion simetriche, cognossint
lis primis dos frecuencis naturals de traf.

Par completece, o sierin cheste sezion fasint cualchi osservazion su lis difer-
encis tecnichis che o vin cjatat in cheste analisi e tal studi dal probleme inviers
analic di individua une singule crevadure vierte intune aste in vibrazion longji-
tudinal cun profil variabil che o vin cosiderat te Sezion 3. Un prin intric al &
colegat al studi des proprietats cualitativis des autofunzions de traf crevade,
tant che il numar di zeris e lis proprietats de trame jenfri i zeris des autofun-
zions e lis 16r derivadis. Chest studi al pues jessi puartat indenant tal contest
assial, slargjant lis tecnichis classichis di Sturm-Liouville, che si doprin par une
aste no danezade, a une aste crevade. I metodis di Sturm-Liouville no si puedin
aplicd cun facilitat ai operadors di cuart ordin e, duncje, o sin stats obleats a
sielzi un metodi diferent, fondat principalmentri sul studi dal caratar ossilatori
de funzion statiche di Green de traf fressurade. Un secont ostacul al ¢ leat
al studi dal compuartament cualitatif des curvis A—s. Si pues dimostra che il
resonament doprat pal cas di secont ordin no si apliche al céas di cuart ordin.
La tecniche che o vin adotat achi e je divierse e si fonde essenzialmentri su
un argoment di deformazion che nus a permetit di ridusi la analisi al studi
dai zeris di une funzion adate definide su la configurazion no danezade. Al
¢ precisementri a chest pont che, par aplica ’argoment di deformazion, o vin
introdusit une assunzion tecniche a priori sui zeris di une cierte funzion, de-
terminade in tiermins di autofunzions, de traf crevade. Si pues dimostra che
cheste assunzion e je, in efiets, une proprietat dal probleme tal cds di dam
picul (Rubio et al. , 2018). Cun di plui, par mie¢ di un metodi diferent, al &
stat dimostrat che cheste cundizion e pues jessi lassade flir cuant che la traf a
supuart semplic e je uniforme, cence introdusi nissune restrizion a la severitat
dal dam (Rubio et al. , 2016). Se cheste cundizion e puedi o no jessi gjavade
in maniere definitive da la analisi dal probleme inviers e reste, par cumo, e par
no, une cuistion vierte.

7. Conclusions Chest contribiit al a presentat une rassegne di risultats resints
sul probleme inviers di identifica une singule crevadure vierte intune traf in vi-
brazion par mie¢ di dats minims di frecuencis naturals e frecuencis di antiriso-
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nance. La traf e je cjapade in considerazion cun profii variabii e la severitat de
crevadure no je necessariementri picule. A son stadis stabilidis cundizions sufi-
cientis in tiermins di dats di frecuence pe identidificazion univoche de posizion
e de severitat de crevadure par trafs in vibrazion assial o flessional. La analisi
e puarte a un algoritmi costrutif di identificazion dal dam, clamat Metodi des
Curvis Lambda.

Jenfri lis estensions pussibilis di chescj risultats, si puedin elenca il prob-
leme viert di identifica une singule crevadure in trafs a plui campadis o in telars
a un plan e la individuazion di crevaduris multiplis. Dut cas al va notat che
cualchidun dai imprescj matematics che o vin doprat te analisi di une singule
traf cuntune singule crevadure a puedin no jessi diretementri gjeneralizabii a
chescj altris cas e al & probabil che par fronta chescj problemis inviers impeg-
natifs si vedi di cjata gnovis ideis.
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