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Ristret. In chest lavor si cjape in rassegne une schirie di risultats otignits di
resint tal cjamp dai problemis inviers di identificazion de masse tes nanotrafs
par mie¢ de misurazion des frecuencis di risonance. La nanotraf e je modelade
tal rispiet de teorie dal gradient di deformazion, datir des ipotesis cinetichis di
Euler-Bernoulli. Te prime part dal contribiit, si trate de individuazion di un
picul pont masse singul intune nanotraf uniforme supuartade ai doi cjavegs.
La linearizazion dal probleme inviers dongje dal sisteme referenzial e permet di
stabili che la cognossince dai cambiaments des primis dos frecuencis di risonance
e permet di determina in maniere univoche la intensitat de masse e la posizion
de masse fin a une posizion simetriche. Si derivin espressions in forme sierade
pe posizion e intensitat de masse zontade. Te seconde part dal contribit, il
metodi al ven aplicat a la identificazion di doi pigui ponts masse zontats a
une nanotraf uniforme poiade ai doi cjavegs, doprant i cambiaments tes primis
cuatri frecuencis di risonance.

Peraulis claf. Sensors nanorisonadors, ponts masse, identificazion, problemis
inviers.

1. Introduzion. Tai ultins agns, la necessitat tai sistemis industriai e bi-
ologjics di misura proprietats fisichis e chimichis in scjale submicroniche e & fat
cressi la atenzion e l'interes sui nanosensors. Lis dimensions ridotis di chescj
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trasdutors a an puartat al disvilup di gnifs concets di rilevament e a un mio-
rament des prestazions cuntun grant impat su cetantis aplicazions (Voiculescu
and Zaghloul, 2015; Lim, 2011). Un dai esemplis plui rapresentatifs dai vantags
de riduzion di scjale tai sistemis di rilevament al € il risonador nanomecanic, che
al consist intune struture vibrante cun prestazions une vore buinis tal rileva-
ment di piculis massis aderentis che a produsin pigulis variazions tes frecuencis
di risonance dal sisteme (Wang and Arash, 2014). Il principi di rilevazion de
masse par chescj sistemis al dopre lis variazions des frecuencis di risonance
causadis di massis adizionals no cognossudis tacadis su la superficie dal sensor
tant che dats par ricostrui la variazion de masse.

Derivat des tecnichis di microscopie a fuarce atomiche, il sensér basat su
nanotrafs al ¢ un dai plui comuns jenfri i sistemis doprats pal rilevament de
masse. Fin dal inizi, lis nanotrafs a son stadis dopradis par rileva particulis di
dimensions microscopichis (Braun et al., 2005), celulis, sporis di foncs (Gfeller
et al., 2005), moleculis di DNA (Datar et al., 2009) e parfin atoms (Jensen et
al., 2008). Studis resints a an esplorat la pussibilitat di dopra pai rilevaments
risonadors bidimensionai, tant che nanomenbranis e nanoplachis, si viodi, par
esempli, Alava et al. (2010), Bhaswara et al. (2014) e Fernandez-Séez et al.
(2019).

Une carateristiche claf des nanostruturis e je la necessitat di tigni cont dai
efiets de dimension cuant che si elaborin modei de 16r rispueste mecaniche, par
vie che lis 16r dimensions a deventin comparabilis a lis distancis microstruturals
carateristichis. A chest fin, i modei continuis gjeneralizats a rivin a catura sei
i efiets de microstruture sei i efiets de dimension (Kroner, 1963; Toupin, 1963;
Green and Rivlin, 1964; Mindlin, 1964). Jenfri lis variis teoriis dal gradient di
deformazion, ché proponude in Lam et al. (2003) (cognossude tant che teorie
dal gradient di deformazion modificdt) e risalte tant che alternative interessante
par supera lis dificoltats associadis ae suaze di elasticitat dal dut no local, si
viodi Romano et al. (2017), e e je stade doprade di diviers autors par analiza
la rispueste mecaniche di diviersis tipologjiis di nanostruturis.

No cate aplicazions impuartantis tai cjamps de fisiche, de chimiche e de
biologjie, lis ricercjis teorichis disponibilis sul probleme inviers di rileva massis
adizionals tai nanorisonadors a son pocjis. Doprant la teorie dal gradient di
deformazion modificat, Morassi et al. (2017) a an analizdt pe prime volte la
vibrazion assial di une nanotraf uniforme cuntune singule masse di picule entitat
tacade e a an proponiit un metodi di identificazion par determiné la intensitat e
la posizion de masse fondat suntune metodiche di perturbazion dai autovalors.
In Morassi et al. (2019) i risultats otigniits a son stéts estindiits ae vibrazion
flessional di nanotrafs uniformis cuntun pigul pont masse tacat. Fondantsi su la
espression esplicite des variazions des autofrecuencis causadis dal pont masse,
a son stadis otignudis espressions sieradis sedi de posizion sedi de intensitat dal
pont masse tes cundizions di cjavegs supuartats.
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Tes Sezions 2 e 3 di cheste note si cjapin in rassegne cualchidun dai risultats
otigniits in Morassi et al. (2019). Te Sezion 4, si gjeneralize la analisi a la
identificazion, par mie¢ di dats minims di frecuence di risonance, di doi pigui
ponts masse intune nanotraf uniforme supuartade.

2. ldentificazion di un picul pont masse intune nanotraf par miec
di do6s frecuencis di risonance. Introdusarin il nestri probleme inviers in
tiermins matematics. Assumint la ipotesi cinetiche de teorie de traf di Euler-
Bernoulli e lavorant te suaze de teorie dal gradient di deformazion modificat
proponude di Kong et al. (2009), la amplece spazidl u = u(x) de vibrazion
trasversal cun frecuence radial v/A de nanotraf uniforme di riferiment e je re-
golade de ecuazion

Su'V — KUY! = Apu, in(0,L), (2.1)

dula che L e je la lungjece de nanotraf e p e je la masse par unitat di lungjece.
I coeficients S e K a son dats di

S = EI+2GAIZ + %SGAZE +GAIZ, K=1 <2Gz§ + ng$> . (2.2)

dula che G al & il modul di tai, F il modul di Young, I il secont moment de
aree, v il rapuart di Poisson, e lg, 1, lo a son lis costantis materials adizionals
che a coventin par completé il model; si viodi Akgoz and Civalek (2011). Si &
di nota che cuant che I; = 0, i = 0, 1,2, cheste formulazion e coincit cun ché
classiche.

In chest studi si ocupin di nanotrafs supuartadis, o ben di nanotrafs che a ducj
i doi i cjavegs a vedin tant che cundizions al contor in x =0 e in ¢ = L:

u(z) =0, —Su”(x)+ Ku'V(x) =0, u"(x)=0. (2.3)

Lis autocubiis di (2.1), (2.3) a an cheste espression in forme sierade:

]

up () = \/pTLsin (?) , n>1 (2.5)

Prossumin che la nanotraf e vedi un pont masse tacat di intensitat M > 0 al
pont di assisse z = s, 0 < s < L. Il corispondent probleme dai autovalors
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perturbdts al consist tal determind la cubie di autovalors {X,%(z)} soluzion di

SulV — KuV! = Xpﬂ, in(0, s) U (s, L),
u(0) =a"(0) =0,
(—Su” +K17[V)(O) =0,

(— Su"'+Ku )(s)]] = —AMii(s),
(—Sa" + Ka'V)(s)]] = 0,
@"(s)]] = 0,
—Su" + KuIV)(L) =0,
a(L) = u"(L) = 0.

AChi7 [[f(S)H = (f(SJr) - f(si)) = 1imz~>s+ f(x) - hmz%s* f($)

Prossumin che la masse adizional e sedi pigule rispiet a la masse total de nan-
otraf, par esempli, M << pL. Dai risultats classics al risulte che 1'n-esim
autovalor A, = \,(M) al & une funzion C* in [0, 00) de masse M, e la derivade
prime e a la espression esplicite

[u
[w
[U”( )]] (2.6)
[
[
(K

N - ~2
% =\, U (s) - ] (2.7)
oM M (s) + Jy P,

Dafir di (2.7), la aprossimazion di prin ordin dal n-esim autovalor perturbat
rispiet a M e je _

M (M) = Ny — A (s) M, (2.8)
dula che e ven cjapade in considerazion la cundizion di normalizazion de masse
fOL pu? = 1. Se o sostituin lis espressions (2.4), (2.5) in (2.8), o otignin

C% = M sin? (%) , (2.9)
cun -
CS(AnA_nAn)’;L, n>1. (2.10)

La espression (2.9) e mostre che la identificazion dal pont masse e pues jessi
otignude doprant i cambiaments intune cubie specifiche di frecuencis di riso-
nance, ven a stai chei che a corispuindin ae n-esime e 2n-esime cubie di fre-
cuencis, par n > 1. Di fat, se C2 > 0, alore si pues rigjava chestis espressions
in forme sierade pe intensitit e posizion de masse:
CS
_ n
M = — G5 (2.11)
1 — =2n
4Cc3
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2nms cs,
cos( 7 > =30 1. (2.12)
Al contrari, se C = 0 par cierts n > 2, alore il pont masse si cjate intun dai
ponts nodai dal n-esim mut di vibrazion. In chest cés la intensitat di masse e
reste indeterminade.

Par fini, al val la pene nota che la misure dai prins doi spostaments de
frecuence di risonance e determine in maniere univoche la posizion dal pont di
masse fin a la simetrie rispiet a © = L/2.

3. Aplicazions. In cheste sezion, o valutarin la finece de metodiche de per-
turbazion tal stima lis primis dos frecuencis naturéls de nanotraf supuartade.
Cun di plui, o aplicarin il metodi di rilevament che o vin descrit parsore cun
n = 1 par identifica sedi la posizion sedi la intensitat dal pont masse.

Al fin ilustratif, proprietats gjeometrichis e material de nanotraf a son
cjapats tant che in Kong et al. (2009). O prossumin che la nanotraf e vedi
une sezion trasversal retangolar ecuivalente, cun spessor h = 50 um, largjece
b = 2h, lungjece L = 20h, modul di Young E = 1.44 GPa, e rapuart di Poisson
v = 0.38. I tré parametris de scjale di lungjece a son assumits compagns, par
esempli, [; = 17.6 pm, 7 = 0,1, 2.

La finece de metodiche perturbative e je testade comparant i valors des
cubiis di frecuencis, determinéts cjatant la soluzion esate dal probleme (2.6),
e i 16r valors aprossimatifs otigniits par mieg de soluzion perturbative (2.8). T
risultats par valors diviers di h/l e par posizions diviersis s/L dal pont masse
(normalizade a la masse total pL) a son delineadis tes Figuris 1 e 2.

I risultats numerics a mostrin che la finece de stime perturbative de fre-
cuence e je pluitost uniforme rispiet al fator di scjale [, al mancul tal interval
di valors considerats. In gjeneral, plui pigule e je la amplece uy,(s), mior e je
la precision. In particolar, la diference massime jenfri il valor esat e chel de
frecuence di risonance dal prin ordin si cjate a s/L = 0.50 e s/L = 0.25, tal
ordin pal prin e il secont mit. Lis deviazions massimis a son, tal ordin, cirche
1,4,9 % (prin mtt) e 1, 5, 11 % (secont miit) par M/(pL) = 0.05,0.10,0.15.

Tal aplica il metodi di identificazion, i spostaments di frecuence a son stats
valutats par mie¢ de risoluzion esate dal probleme dai autovalors in configu-
razion referenzial e perturbade. Lis simulazions a son stadis puartadis indenant
doprant dats cence rumor, si ben che une aprossimazion intrinseche e je anc-
jemo presinte par vie dal goncjament di prin ordin (2.8) te serie di Taylor dai
autovalors . La Figure 3 e mostre i risultats cu la variazion continue de posizion
s/L dal pont masse dentri dal interval [0,1/2] e 1'is di valors selezionéts de in-
tensitat di masse normalizade M/(pL) = 0.010,0.025,0.050, 0.100, 0.150, 0.200.
Chescj valors a corispuindin in maniere aprossimade a variazions massimis rel-
ativis 0\, /A, a ecuivalin a 2,5,9,17,23,29% e 2,5,9,16,22,26% par n = 1 e
n = 2, tal ordin. L’erér massim su la posizion de masse al ¢ su par ju 5%
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(@) h/1=10 (byh!I=5

13 T 17 T
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—=— 5=0.10 L Exact §=0.10 L Perturb. —&— 5=0.25 L Exact = = s=0.25L Perturb. —— 5=0.50 L Exact —— - 5=0.50 L Perturb.
Figure 1: Prin autovaldr normalizat rispiet al pont masse adimensional, par
diviersis posizions di masse e diviers valors dal parametri di scjale di lungjece.

par M/(pL) = 0.200, e lis stimis a restin acuradis ancje par valors di masse
elevats. La determinazion de intensitat de masse e je mancul acurade, cun
erors che a rivin fin a 15 — 30% e 40 — 50% par M/(pL) = 0.050 — 0.100 e
M/(pL) = 0.150 — 0.200, tal ordin.

4. Identificazion di doi ponts masse. La analisi disvilupade te sezion
precedente e pues jessi estindude a la identificazion di doi picui ponts masse
(s1,M1), (s2, Ms), tacits a une nanotraf uniforme supuartade, dai cambia-
ments tes primis cuatri frecuencis di risonance, dula che 0 < s1 < s5 < L e
M; << pL,i=1,2.

Lis vibrazions trasversals libaris de nanotraf perturbade a sodisfin il prob-
leme (2.6), dula che la ecuazion diferenzial e val in (0,s1) U (s1,52) U (s2, L)
e lis cundizions di salt a tegnin tes sezions z = s; e x = s3. Procedint come
che al & stat fat te sezion 2 e cu la notazion fate parsore, il cambiament di prin
ordin dal n-esim autovalor al e dat di

. nmsy
C% = M, sin® (

) + Mo sin? ( (4.1)

?7/]'(82)
)

dula che C% al & definit come in (2.10), n > 1.
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Figure 2: Secont autovalér normalizat rispiet al pont masse adimensional, par
diviersis posizions di masse e diviers valors dal parametri di scjale di lungjece.

Pe simetrie dal sisteme no perturbéat, lis configurazions {(s1, M7), (s2, M2)},
{(L =51, M), (L — 89, M2)}, {(L — 81, M1), (52, M2)}, {(s1, M1), (L — s2, M2)}
no puedin jessi distintis dai dats des frecuencis di risonance. Tignint cont di
cheste no unicitat intrinsiche dal probleme, nol ¢ restritif assumi

L

O<81<82§§. (42)
O formulin, cumo, il probleme inviers in tiermins di variazions tes primis cuatri
frecuencis naturdls. Se o scrivin (4.1) par n = 1,2,3,4, o otignin il sisteme
seguitif di ecuazions no lineérs di risolvi rispiet ai cuatri parametris (s1, M),

(52, M3):
M, sin® T + M, sin® &2 = O
Mj sin? 2”—;1 + M, sin® 2”;2
M, sin® 3250 4 M, sin® 3752

Mj sin? —4”;1 + M, sin? —47252

)

(4.3)

I
34383,

Il
Q

dula che
C%>0,i=1,2,3 C; >0. (4.4)
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Figure 3: Identificazion par mie¢ des variazions des primis dés frecuencis
propriis par diviers valors dal pont masse. Colone a man campe: erdrs per-
centuéi su la posizion de masse, err(s) = 100 X (Sident — Sewact)/L. Colone
a man drete: erors percentuai su la intensitdt di masse, err(M/(pL)) =
100 X (Migent — Mezact)/Mezact-

Tl sisteme (4.3) al a la stesse struture dal sisteme (13) —(16) introdusiit in Rubio
et al. (2016) pe identificazion di dos fressuris viertis di gravitat divierse intune
traf (classiche) te cundizion che i doi cjavegs a sedin supuartats semplicementri.
Si che duncje, si puedin adaté i resonaments formulats in Rubio et al. (2016)
e cjatd la soluzion esplicite dal sisteme no linear (4.3). Lassant in bande i
detais e rimandant il letor interessat al lavor citat, achi si limitisi a riclama il
risultat principal: la cognossince des primis cuatri frecuencis naturals e permet
di determiné in maniere univoche la intensitat e la posizion dai doi ponts masse,
fin a la simetrie rispiet a la sezion central de nanotraf. Al e rilevant che si puedi
otigni espressions di forme sierade in tiermins di dats di frecuence natural sedi
pes posizions sedi pes intensitats de masse.

In curt, o delinein i resonaments plui impuartants che si puedin dopréa par
prova i risultats descrits parsore. Il cas particolar dula che Cf = 0 al & semplic.

Se Cy al sparis, alore s; = % e Sg = %, e si oten facilmentri

207 — O

M, =C5, My= 5

(4.5)
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Par discuti dal cés gjeneral, al e util introdusi chestis variabilis di posizion

Ts1
L

x = x(s1) = cos €[-1,1), y=uy(s2)=cos e[-1,1). (4.6)
Si & di nota che par s € (0, L/2] la funzion f(s) = cos (22£) e je une corispon-
dence un a un jenfri I'interval (0,L/2] e linterval [—1,1). Si che duncje, se
o rivin a cjata lis dos variabilis {z,y}, alore o rivin a determind in maniere
univoche lis posizions {s1, s2} des dos massis.

Daiir des argomentazions mostradis in Rubio et al. (2016), la variabil di
posizion z e risulte jessi la lidris de ecuazion polinomial di secont ordin

2?2 — Sz 4+ P =0, (4.7)
dula che i numars reai S =z 4+ y e P = xy a puedin jessi determinats doprant
une espression di forme sierade dai dats Cis, i=1,...,4. Denotin cun

SFVS2—-4P
TE=— 5 (4.8)

lis dos lidris (4.7), dula che la notazion z_, x4 e corispuint, tal ordin, al segn
— e al segn + de bande di man drete di (4.8). Cun di plui, ancje lis variabilis di
posizion y_, y4 a corispuindin, tal ordin, a la soluzion x_, x4, e a puedin jessi
determinadis in maniere esplicite. Se o denotin cun (z,y) une des dos soluzions
(x—,y-), (x4,y+), chestis espressions di forme sierade a valin pes intensitats
di masse:

Cy —2C(1+y)

M, = : 4.9
ey )
M, = 2200+ (4.10)
(1—y)(y—x)
In conclusion, l'insiemi complet di soluzions par (4.3) al & dat di
{(Slvalf)v (82,,M2,)}, {(51+7M1+)7 (52+7M2+)}7 (4'11)

dula che (My_, My_), (M14+, May) a son valutéats, tal ordin, di (4.9) cun
(r=2z_,y=y_)edi (410) cun (x = x4,y = y4). Lis posizions di masse s;,
i =1,2, si cjatin cul inverti la funzion cos 2% su (0, L/2].

Tal ultin, se si ten cont che y_ = x4, y+ = x_ e che My = Ms_,
Mo, = M;_, al ¢ facil dimostra che lis dos configurazions inte (4.11) di fat a
coincidin. Si che duncje o vin dimostrat che cognossi lis primis cuatri frecuencis
naturals al permet di determina in maniere univoche lis dos massis concentradis,
fin a la simetrie rispiet a la sezion central de nanotraf.

O vin efetuat une schirie di simulazions numerichis par diviersis posizions di
ponts masse e par diviersis intensitats di masse. Te part seguitive, o presentin
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e discutin vot senaris, che a mostrin lis carateristichis principals dal probleme
inviers e de tecniche di identificazion. I prins cuatri cas, identificats cun a, b, ¢, d,
a corispuindin a lis posizions s; /L = 0.20, so/L = 0.35, dula che pai cése, f, g, h
o prossumin s1/L = 0.20, s3/L = 0.45. Lis intensitats di masse a van dal 0.4%
al 10% de masse total de nanotraf, che si viodi la Tabele 1.

La Tabele 2 e mostre i autovalors dal sisteme no perturbat e perturbat. I
autovalors dal sisteme perturbat a son stats otigniits cjatant la soluzion esate
dal probleme dai autovalors cui valors reai dai parametris di masse. I risultats
de identificazion a son ripuartats te Tabele 3. Si pues osserva che la soluzion
previodude de teorie in gjeneral e je une stime pluitost buine de soluzion esate
dal probleme inviers. Lis discrepancis jenfri i parametris di masse identificats
e chei reai a dipendin dome de ipotesi di perturbazion de picule masse. Lis
deviazions a son plui pigulis tal cas di massis di pigule intensitat, cemiit che si
pues spietasi, parce che il probleme inviers al € linearizat dongje de nanotraf no
perturbade. Erors massims di cirche 2 — 3% e 15 — 20% si osservin, tal ordin,
pe posizion e pe intensitat.

Par completece, si a di nota che lis simulazions numerichis no an puartat
a risultats acurats tal cas di ponts masse un dongje di chel altri. II motif di
cheste discrepance al ¢ peat a la procedure di ricostruzion che o vin mostrat
parsore e, in particolar, a la determinazion dai parametris .S, P par mieg¢ de
inversion di un sisteme linear a doi a doi. Al ¢ pussibil dimostra che la inversion
di chest sisteme linear e je mal ponude cuant che s; >~ s5, di mut che i efiets
de ipotesi di un picul dam a son amplificats a fuart.

Table 1: Senaris par doi ponts masse a — h.

a b ¢ d e f g h
s1/L 0.200 0.200  0.200 0.200  0.200  0.200  0.200  0.200
so/L 0.350  0.350 0.350 0.350 0.450 0.450 0.450 0.450

M,/(pL) 0.004 0.010 0.040 0.040 0.004 0.010 0.040 0.040
My/(pL) 0.008 0.020 0.050 0.100 0.008 0.020 0.050 0.100

5. Conclusions. La determinazion des massis zontadis tes nanotrafs par mieg
de misurazion dai spostaments des frecuencis di risonance al & un probleme in-
viers rilevant in diviers cjamps des siencis aplicadis atuals. No cate chest, i
risultats teorics su cheste classe di problemis a son inmo rars. In cheste note si
presentin risultats otignits di resint dai autors te identificazion di une masse
picule concentrade intune nanotraf uniforme, supuartade ai doi cjavegs, par
mie¢ di dats di autofrecuencis. La nanotraf e je modelade daiir de teorie dal
gradient di deformazion modificat e il metodi di identificazion al ¢ fondat su
une procedure di perturbazion che e disfrute la pussibilitat di scrivi in forme
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Table 2: Primis cuatri frecuencis di risonance fV pe nanotraf no perturbade
(U) e lor valors f, associats ai vot senaris a — h de Tabele 1. Valors in Hertz;
i erors percentuai A = 100 x (f¥V — f,)/fY a son indicats jenfri parentesis.

U a b c d e f g
82226 81597 80679 78146 75467 81480 80399 77514
(0.76) (1.88) (4.96) (8.22) (0.91) (2.22) (5.73)
329428 326553 322391 308682 301057 327989 325844 316383
(0.87) (2.14) (6.30) (8.61) (0.44) (1.09) (3.96)
743182 740401 736421 719547 719245 735963 725806 696268
(0.37) (0.91) (3.18) (3.22) (0.97) (2.34) (6.31)
1326096 1314948 1299229 1259519 1221730 1320697 1312952 1289526
(0.84) (2.03) (5.02) (7.87) (0.41) (0.99) (2.76)

Table 3: Risultats de identificazion pai vot senaris a — h de Tabele 1. Determi-
nazion des intensitats di masse M; e des corispondentis posizions de masse s;,
i = 1,2. T erérs percentudi pe posizion, err(s) = 100 X (Sident — Sexact)/ L, € DPe
intensitat di masse, err(M) = 100 X (M;dent — Mezact)/Mezact, @ son indicats
jenfri parentesis.

a b c d e f g h
s1/L 0.202 0206  0.210 0.230 0.202 0.205 0.211 0.223
(0.24)  (0.59)  (0.96) (2.96) (0.21)  (0.51)  (1.14) (2.30)
so/L 0351  0.352  0.353 0.361 0.449 0.448 0.442 0.443

(0.08) (0.21) (0.30)  (110)  (-0.10) (-0.24) (-0.83)  (-0.74)
My/(pL)  0.004 0010  0.037  0.041  0.004 0010 0037  0.037

(491)  (3.36) (-644)  (2.80)  (413) (1.52) (-6.55)  (-8.57)
My/(pL)  0.008 0020 0047 0080 0008  0.020 0046  0.084

(3.64) (0.12) (-6.90) (-20.02) (3.95)  (0.88) (-7.25) (-15.76)

esplicite la variazion di prin ordin des frecuencis di risonance causade di un
pont masse. Il metodi al & gjeneralizat a la identificazion di dés massis con-
centradis par mie¢ de misurazion des primis cuatri frecuecis di risonance. A
supuart des previsions teorichis, si son presentats ancje i risultats des simu-
lazions numerichis.
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