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Un model mecanic par lis piculis vibrazions
di une tele di rai elitiche

JORDI KINDT", ANTONINO MORASSI®

Ristret. Di resint, Morassi, Soer e Zaera (2017) a an propon{it un model a mem-
brane continue pe deformazion innitesimal di une tele di rai cun simetrie assial.
Cun chest contribfit, o proponn une estension di chel model a lis telis di rai di
forme elitiche. In particolar, a son studiadis tal detai la analisi de pretrazion che
e agjs su la congurazion di riferiment e lis vibrazions trasversals

libaris di une tele di rai elitiche supuartade tal contor.

1. Introduzion. Chest contribiit al puarte indenant une linie di ricercje invi-
ade in Morassi et al. (2017) e smirade a disvilupa un model mecanic par telis di
rai. La tele di rai e je un sisteme bio-mecanic comples che, te leterature sien-
tifiche dai ultins cuarante agns, al a atirat cetant interes, sei dal pont di viste
de biologjie sei di chel de biomecaniche. Par une rassegne inzornade dal stat de
art e par une discussion su la utilitat des metodichis fondadis su la elaborazion
di modei pal studi de rispueste dinamiche des telis di rai o fasin riferiment a la
sezion introdutive di Morassi et al. (2017) e di Mortimer et al. (2016). Achi, si
limitin a ricuarda che il prin model bidimensional discret di tele di rai al e stat
proponiit di Aoyanagi & Okumura (2010, 2015). Chel model al jere forméat di
un numar finit di fii radiai e circonferenziai, dula che, te configurazion di rifer-
iment, ognidun dai fii al vignive descrit tant che une suste tirade sogjete a une
fuarce di pretrazion. Il model al fo doprat par determina il stat di pretrazion
intune tele a simetrie assial intate, e intune tele danezade gjavant vie cualchi
fil circonferenzial. Il model discret di Aoyanagi e Okumura al jere purementri
static, e la pussibilitat di dopralu par studia sei la rispueste tal plan sei ché fur
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dal plan no fo esplorade, nancje te ipotesi di deformazions une vore piculis de
tele. In Morassi et al. (2017) al & stat proponiit un model a membrane continue
pe deformazion infinitesimal des telis di rai. Il model al e stat elaborat par une
classe specifiche di telis di rai: lis telis circolars dotadis di simetrie assial. La
tele real discrete, ven a stai formade di un numar finit di fii radiai e circon-
ferenziai, e je stade sostituide, par aprossimazion, di une membrane elastiche
continue, presuponint che il spazi jenfri un fil e chel altri al sedi cussi picul di
podé considera la tele une membrane continue. La membrane dal model e a
une struture fibrose specifiche, derivade da la struture de tele discrete origjinal
e, te configurazion di riferiment, e je subiete a pretrazion. Tal lavor di Morassi
et al. (2017) a son stats studiats tal detai la vibrazion trasversal libare fir dal
plan e tal plan, adun cu la descrizion de pretrazion che e agjis te configurazion
di riferiment.

Si ben che il model proponut di Morassi, Soer e Zaera al puedi jessi adatat
par riprodusi diviersis struturis gjeometrichis, in Morassi et al. (2017) la aten-
zion e jere stade limitade a telis di forme circolar fatis in mut che i fii circon-
ferenziai a fossin part di cerclis concentrics. Il fin principal di chest lavor al e
chel di slargja la analisi svilupade in Morassi et al. (2017) a lis telis di rai di
forme elitiche, ven a stai chés telis che a an la struture fibrose de membrane
continue formade di fii radiai drets e di fii elitics.

La analisi de gjeometrie elitiche no je par nuie une cuistion di poc cont e,
anzit, rispiet al cas de forme circolar, par podé analiza il probleme si & scuignut
introdusi inmo altris ipotesis a priori. Di chestis ipotesis, une e rivuarde la sielte
dal stat inizial di pretrazion te tele di rai, sei cu la spiral ausiliarie sei cu la spiral
di cature. Une altre diference rispiet al cas de tele circolar e je la impossibilitat
di separa la variabil radial di ché angolar tal studi da lis vibrazions trasversals,
separazion che e jere pussibile te simetrie circolar. Par chel che al inten chest
ultin pont, al ven dimostrat che lis frecuencis naturals a puedin jessi stimadis
di parsore e di parsot in tiermins di chés corispondentis di une tele circolar, e
che la aprossimazion e je tant buine tant la forme elitiche e je dongje di ché di
un cercli.

2. Aspiets cinematics. La tele di rai elitiche cjapade in considerazion in chest
lavor e je une rét formade di doi fameis di fii che si incrosin tra di 16r, cemut che
si viot te Figure 1. Intune confgurazion di riferiment By, une des dos fameis e
coincit cu lis liniis che a traviersin in direzion radial la origjin O di un sisteme di
coordenadis cartesianis bidimensional {O, X1, Xa} (fii radidi). Ché altre famee
e je formade di elissis omotopichis (f# elitics) cui diametris che si disvilupin,
rispetivementri, dilunc dai as X7, X5 di lungjece 2aR, 2bR, dula che a, b € R
e R > 0 e je une lungjece definide.

Si partis de presuposizion che i fii di ognidune des dos fameis a sedin avonde
dongje un di chel altri di podé descrivi la tele tant che une membrane continue
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Xy |

Figure 1: Configurazion di riferiment, rapresentazion parametriche e
base covariante.

bidimensional di forme elitiche. Pe precision, la colocazion di riferiment X de
particule X in By, e je dade di

X = X1(191,192)E1 + X2(191, 192)E2 = 191(@ cos o Eq + bSin’ngEg), (2.1)

% = P, Yo = ¢, % € [O,R], ¥y € [0,27’(’], (22)

duld che {E;,Ez,E3 = E; x Ey} e je la base canoniche di R?, ven a stai
E; 'Ej = 51‘]‘, cun (51'3' =0se1 753 [§] 51’]‘ =1sei :j, i,j = 1,2,3. ACh\l7 "X e
”.” a denotin, tal ordin, il prodot vetorial e scalar in R?. Fasint riferiment a la
Figure 1, i fii radiai in By, a coincidin cu lis coordenadis curviliniis ¥5 = costante,
impen i fii elitics a son formats dai ponts cun coordenadis cartesianis (X7, X2)
che a sodisfin la ecuazion

XX,

w2 T T p € [0, R]. (2.3)
La nestre analisi e je disvilupade sot de condizion

b>a (2.4)
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e, in particolar, o cjaparin in considerazion l'interval realistic di valors
b
- €[1.1,1.3], (2.5)
a

che al & sodisfat su par ju da la plui part des telis di rai reals, cemut che si
viot, par esempli, te Figure 2. Di nota che la gjeometrie a simetrie assial de
tele, che e je stade cjapade in considerazion in Morassi et al. (2017), si oten

presuponint che a = b = 1.
Al

, dula che

La base unitarie dai vetor tangjents ai fii de famee ae e je A

A, = 861,% =X, a=1,2, ason dats di

v
ol

Figure 2: Gjeometrie real di une tele di rai (¢ampe) e la s6 aprossimazion
elitiche (drete).

Al = a COS 192E1 + bSiIl’L92E2, (26)
A.2 = 191(7@ SinﬂQEl + b cos 192E2), (27)
e Ayl = (A - Aa)%. Achi, {A1,As, A3 = E3} e je la base covariante a un

pont X € By, e {Al,Az,A3 = A3} e je la base cuintrivariante al stes pont,
cun A% - Ag =0g, dulache 0f =1sea=pedf=0sea# B, a,fB=12,

9 in
Al cos 2E1 n sin Y,
a b

E,, (2.8)
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1 ind )
_sm 2E1—|—COS 2

- 1971( a b
La nestre analisi e je limitade a la deformazion infinitesimél a parti de config-
urazion di riferiment Bj. La colocazion efetive di une particule X € By intum
moment dat ¢ (che culi al & ometiit par no complica la notazion) al & denotat di
x = X + u(X). Il cjamp vetorial dal spostament u : By — R? al & rapresentét
tant che

A? E,). (2.9)

2
u= Z u*A, + uAs, (2.10)
a=1
dula che u®, o = 1,2, a son lis componentis cuintrivariantis di u. Al & di nota
che, di chi indevant, i indi¢s Grécs a cjapin i valors 1, 2, e la sume total dai
indics e je indicade in maniere esplicite. Assumi la deformazion infinitesimal
al impliche che

« (001, 2000

diam(By) X ) <eg, X € By, (2.11)

duld che € € (0,1) al & un numar pigul e dula che dutis lis cuantitats di ordin
O(g™), cun 7 > 1, a son trascuradis.

In ultin, o denotin cun %, a = 1,2, la base unitarie dai vetors tangjents
ai fli de famee ae te configurazion efetive B da la membrane, cemiit che si viot
te Figure 3, ven a stai

ox
a, = 731904 =X = A, + u,, a=1,2, (2_12)
dula che )
u
a; = (1+ u}l)Al + (u21 + p) As + u,31E3a (2.13)
1
ay = (uy — pu*)Aq + (1 +u’ + up) Ay + v’ Es. (2.14)
La base cuintrivariante {a',a? a®} intun pont x di B e je definide tant che
a®-ag = 03, a’=a3 = ‘:ﬁzz‘, e o vin
1
al = 220202 [(Arz(uly — pu®) + Ao (1 — uly))] Ay+
1
+p2a2b2 [(Aw(uy — pu®) — A1p(1 — u}y))] A+ (2.15)
1 3 3
+p2a2b2 [(AZQUJ - Al?ugﬂ Es,
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1
a 3\460‘15

1

v G

Figure 3: Configurazion efetive, basis covariante and cuintrivariante, e
fuarcis internis.

3. Densitat des fibris. O assumin sedi che i fii radiai in B, a sedin ecuidistants
tal angul plan 27 sedi che i fii elitics a sedin ecuidistants dilunc de direzion
radial. Si che duncje, denotant cun dy, dy lis densitats dai fii in By, pai fii radiai
e elitics, o vin

d & (3.1)
l_p\/agsin2¢+b2cosz¢) .
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_ (054
d2 = )
Va2 cos? ¢ + b2 sin? ¢

li che lis costantis positivis C*, C? a son, tal ordin, il numar ﬁp di fii radiai

(3.2)

par unitat di angul plan e il numar ﬁ(ﬁ di fii elitics par unitat di lungjece dilunc
de direzion radial in By.

X

By

Ay

do

O X,

Figure 4: Doi fii elitics cualsisei a incrosin il stes numar di fii radiai.

In riferiment ae Figure 4, la espression (3.1) di d; e garantis che il numar
di fii radiai che a intersechin i doi arcs elitics A By (che al corispuint a p = p1)
e AsBsy (p = p2 > p1) al coincidi. Duncje, o vin

#p(AlBl) = Jl(AlBl)dsl, gp(AQBQ) = Jl(AQBQ)d327 (33)

dula che dsi, dsy a son, tal ordin, lis lungjecis dai arcs Ay By, AsBs. Se o
tignin par bon che i ponts A,, B, dats di Ay = (pa, d), Ba = (pa, @ + do),
a = 1,2, dula che ¢ al & un angul dat e d¢ al & un increment infinitesimal,
cun (2.1) o otignin ds,, = pa\/a2 sin? ¢ 4 b2 cos2 ¢ do, o = 1,2. Si che duncje,
doprant (3.1) in (3.3), o otignin # (A1 B;) = #,(A2Bs). In maniere simile, la
espression (3.2) di dy e permet di conserva il numar di fii elitics che a intersechin
i segments A B; (che al corispuint a ¢ = ¢1) e A3Bs (¢ = ¢d2 > ¢1), dula che
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X

By

By

p+dp

O Xy

Figure 5: Doi fii radiai cualsisei a incrosin il stes numar di fii elitics.

As = (py9a)s Ba = (p+dp,¢a), « =1,2, e dp al & un increment infinitesimal
dal parametri p. In riferiment ae Figure 5 o vin

#,(A1B1) = da(A1By)ds1,  #,4(A2By) = da(AsBs)dss, (3.4)

dula che dsq,dss a son, tal ordin, lis lungjecis dai segments A; By, As Bs. Cun
(2.1) o otignin ds, = /a2 cos? ¢ + b2 sin® ¢ dp, o = 1,2, e, duncje, cun (3.2),
(6] otignin #¢(AlBl) = #¢(A2B2)

Al ¢ di osserva che la analisi de densitat des fibris fate fin ca e pues jessi
slargjade par cjapa dentri situazions plui gjenerals li che, par esempli, C* =
CP(¢) e C? = C?(p). Di chi indenant, par semplicitat, o presuponin che la
densitat des fibris e sedi uniforme.

Al ¢ clar che pe nestre analisi de deformazion o vin di da par bon che nol
sedi nissun sbrissament o soreposizion tra lis fibris che a fain part des stesse
famee o di dos fameis diferentis di fii, in mut che ognidune des particulis e
sedi traviersade des stessis fibris in ogni deformazion. Datr di cheste ipotesi,
la espression de densitat des fibris dy, ds te configurazion efetive B e pues jessi
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rigjavade postulant la conservazion dal numar di fii che a incrosin une fibre
material che si cjate su di une coordenade curvilinie in By, e chei corispuindints
che a incrosin la s6 imagjin daspo de deformazion. Indi ven dair che

_ A _ A
dlzdu/(af) d2:d2\/<an)’ (3.5)
2 11

duld che Apy = Ay - Ay, Gaa = a4 - 2o, a = 1,2. Daspo de liniarizazion, o

rigjavin
_ 1 uk
dy =dy 1—u22—u——r1 2 2|, (3.6)
s op P

dy = dsy (1 - u}l - rg(pu?l + u2)) , (3.7)

cui numars 71, ro definits tant che

b* — a®)sin 2
™ = ( ) - )Sln (b ; (38)
2(a?sin” ¢ + b2 cos? ¢)

B (b* — a?) sin 2¢
2= 2(a2 cos? ¢ + b2 sin? ¢) (3:9)

4. Fuarcis di contat internis e ecuazions di ecuilibri. Cheste analisi e je fate
datir des ipotesis e argomentazions dimostradis in Morassi et al. (2017). Par
comoditat dal letor, dut cas, o riclamin i aspiets essenziai di chel lavor.

O assumin che la fuarce interne su un element a arc de ae famee di fii te
configurazion efetive B e sedi une fuarce di trazion paralele a la ce coordenade

Ay
laa|’

Ay
e

curvilinie, ven a stai paralele a e o denotin cun n (x ) la fuarce par

unitat di lungjece che e agjis su un arc de superficie efetive B cun normal
unitarie |ZT\7 a =1,2. O assumin che il cjamp di fuarce esterne che al agjis su
la membrane deformade al sedi

2
p= Zpo‘aa + pas, (4.1)

a=1

dula che p®, p? a son funzions regolars di x, o = 1,2, verisimilmentri coinci-
dentis, tal cas dinamic, cun lis fuarcis inerzials par unitat di superficie. Datr
dal leme di Cauchy, par ognidun dai vetors unitaris v che e fasin part dal plan
tangjent a la superficie B a x, al esist un unic cjamp tensiondl N = N(x) tal
che n(x,v) = N(x)v, e duncje

2 o 2
N=> N*®a,, N"‘n(X,lzaO a%| = > N°%ag, a=12 (42)
a=1 p=1
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. ~ . ~ 2 -
In particolar, sul element a arc de superficie cun normal ﬁ e agjis une fuarce

paralele a as e, te stesse maniere, sul element a arc de superficie cun normal

1 - .
ﬁ e agjis une fuarce paralele a a; . E duncje

n(xa>::daTa, a=1,2, (4.3)

]

li che T, e je la trazion su di un singul fil de ce coordenade curvilinie (val a
di, una vetor fuarce paraleli a a, ), e d, e je la densitat des fibris dai fii de ae
famee.

I fii a an une resistence trascurabil al tai e a la flession, e o presuponin
che la entitat de fuarce T, e dipendi dome dal slungjament te direzion de e
coordenade curvilinie, ven a stai

Aq

To = (Ta + Aoa) o2, a=1,2. (4.4)

|aq|’

Te espression chi parsore, T, > 0 e je la la fuarce di pretrazion che e agjis te
configurazion di riferiment By; A, e je la aree de sezion di un singul fil che al

fas part de ae famee e o, e je la tension normal causade de deformazion dal
fil. Cun (4.2)-(4.4), o vin

N = do (T, + Aaaa)mam a=1,2, (4.5)
|aa|
0, tes componentis cuintrivariantis,
11 ol |at!]|
N Zdl(T1 +A10’1) —, (46)
|a]
22 ol |a*?|
N = dQ(TQ + A20'2) T (47)
|asa|
N2 = N?' = 0. (4.8)
dula che ¢™ =a%-a% a=1,2.
Se ipotizin di vé ce fa cuntun material elastic, o vin
00 = Enca, a=1,2, (4.9)

dula che E, > 0 al ¢ il modul dal material di Young e ¢, e je la misure di
slungjament dai fii che a fasin part de ae famee. Se o presuponin (2.10) sul
cjamp di spostament e o cjapin in considerazion dome piculis deformazions, la
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_ uoc‘oc

version liniarizade di g, € je o = ==, @ = 1,2, dula che la derivade covariante
ca
Uq|o de componente covariante u,, rispiet a ¢, e je dade di

2

er‘a = Uasa — Zfiauéa a=1,2, (410)
6=1

=0
el =Aup- A° al ¢ il simbul di Christoffel definit su la configurazion di
riferiment By. In particolar, o vin

urly = w11, ugle = Uz + pus (4.11)

(51 o= U2,2 + puq
(a2 cos? ¢ + b2 sin? ¢)’ g p(a?sin” ¢ 4 b2 cos? @)

g1 = (412)

Lis ecuazions diferenzials di ecuilibri a puedin jessi rigjavadis de ecuazion di
belang de fuarce di Eulero-Cauchy su B, doprant il leme di Cauchy e aplicant il
Teoreme di Divergjence. Datr de ipotesi di cjamps tensoriai e vetoriai regolars,
0 vin

S22 N +p7 =0, inB, y=1,2, (4.13)
Y e NP%bgo +p° =0, in B, (4.14)
dula che
2 2
N’YOé|a =N, —"—ZN’Y(SF(?Q + ZN(SaIwga’ (4.15)
6=1 5=1

[y =aap-a, (4.16)

2
bﬁa = Zbgavﬁ, ayg = ay - ag, be = —azq - a’. (417)

y=1

Par fini, cul inseriment des espressions de densitat efetive dai fii (3.6), (3.7) in
(4.6), (4.7), e doprant lis espressions (4.12) di €, €3, daspo di vé lassat in bande
i tiermins di ordin plui alt, o rigjavin lis ecuazions costitutivis liniarizadis des
solecitazions de membrane

di(T1 + Ayoy) u' 2
11 2 L 2 2
N S — 1—u72—?—2u,1—7‘2 (pu? + u®) " (4.18)
dy(T + A ! u
vz = et Avs) (1—u11—2<u22+u> - <’2—u2>> o
prab ' ’ P P 2
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5. Stat di presolecitazion. La espression dal stat di presolecitazion che al agjis
su la configurazion di riferiment By de membrane e pues rigjavade valutant lis
espressions (4.18), (4.19) di N, N2 par un cjamp di spostament nul. O vin

—11 cﬂTl T2
N = — 5.1
ab \/ ry’ (5.1)
—22  doTy [1 12 =21
N~ = — N =N = . .2
p2ab \ o’ ( 0) (5:2)

Riclamant lis espressions (3.1), (3.2) de densitat des fibris e lis definizions (3.8),
(3.9) des cuantitats 1 e ro, 0 vin

— T

N = o1 : (5.3)
paby/a? cos? ¢ + b2 sin® ¢

— C*T

NZ = ¢ : (5.4)
p2aby/a? sin® ¢ + b2 cos? ¢

cun C?, C? costantis.

. . . . “Faf T cen e . . e
Il cjamp di presolecitazion N = al a di sodisfa lis ecuazions di ecuilibri
cuntune cjame nule, ven a stai

Zi:lN’Y(X'O& = Oa Y= ]-a 23 in Bk; (55)
Zi,ﬁ:l Nﬁagga =0, in By,

dula che Bga, a, = 1,2, a son i coeficients de seconde forme fondamental
de superficie de tele te s6 configurazion di riferiment (o ben, te configurazion
plache) By. Stant che dutis chés di Eﬁa si anulin in By, la ecuazion di ecuilibri
de fuarce in direzion trasversal (5.6) a divente une identitat, impen lis ecuazions
di ecuilibri tal plan in (5.5) a diventin

N7+ N =0, (5.7)

N =0. (5.8)

O visin che, di chi indenant, o vin definit N = Nu, N = N Cun di

plui, o doprarin la notazion T, = T4, Ty = T, (-),, = Lp), ()= %;.

La ecuazion (5.8) e compuarte

N =N"(p), (5.9)
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ven a stai, riclamant la (5.4),

Ty(p; ¢)
Va?sin? ¢ + b2 cos? ¢

= 74(p), (5.10)

li che 7,(p) e je une funzion di determina. Cun la (5.10), la ecuazion (5.7) e
pues jessi scrite tant che

_ Ctﬁi
(pN"™),, = 5 Te), (5.11)
e, duncje,
—=pp
(PN"") 06 =0, (5.12)

che al compuarte

CP Tp(p» ¢)
ab = 7 5.13
& Jaestor ety LTI (5.13)

dula che p = p(p) e ¢ = q(¢) a son dos funzions di cjatd. La ecuazion chi
parsore e mostre che il probleme de determinazion dal stat di presolecitazion
in chest tratament al e indefinit. Par indaga la esistence di un stat tensional
di pretrazion ecuilibrat, o presuponin che g(¢) = 0, che al viil di che

Tp(p,9) o
Va2 COS;¢ + b2sin® ¢ =Tole): (5.14)

Se o metin lis (5.10), (5.14) dentri la (5.7), o rigjavin une ecuazion diferenzial
singule che e cjape dentri dos funzions no cognossudis, o ben

T(p) =€T4(p),  in (0, R), (5.15)

dula che ¢ = g—j >0e7,(p) = drjp(p).

Daiir des ipotesis discutudis in Morassi et al. (2017), o vin di introdusi
ancje une ipotesi su la pretrazion circonferenzial 74(p). O podin individua dos
situazions principals, che a corispuindin al proces di costruzion chei i rais a
seguissin realmentri tal fa su lis 16r telis. Pai detais o rimandin a Morassi et al.
(2017) e a Wirth & Barth (1992). Dut céas, achi o riclamin che, te prime fase
di costruzion de so tele, il rai al cree une famee preliminar di fii circonferenziai,
clamade spirdl ausiliarie. 1 esperiments fats di Wirth & Barth (1992) a sapontin
la ipotesi de proporzionalitat des pretrazions circonferenzial e radial. Datr di
chés osservazions, o presuponin

To(p) = kT,(p), k>0 costante. (5.16)
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Rimplagant la (5.16) in te (5.15), e acetant la cundizion
To(p=R) = o, o >0 costante, (5.17)
sul contor de membrane elitiche, o otignin
7,(p) =Te*?,  pelo,R), (5.18)

dula che T = ge= R > 0. Riclamant la (5.10) e la (5.14), la pretrazion che e
agjis su un singul fil radial (T') o elitic (Ty) e je

T,= Tekér \/(12 cos? ¢ + b2 sin” ¢, (5.19)

T, = kTeker \/a2 sin? ¢ 4 b2 cos? ¢. (5.20)
Te seconde fase de costruzion da la tele, il rai al gjave vie la spiral ausiliarie e
al zonte i fii de spiral di cature - o spirdl tacadice. Cheste configurazion e je
ché final, de tele finide e lis ipotesis e argomentazions discutudis in Wirth &
Barth (1992) a sugjerissin che la pretrazion da fii elitics e pues jessi ipotizade
tant che aprossimativementri costante, o ben

To(p) =T = costante > 0. (5.21)

Cun lis (5.15) e (5.17), o otignin

To(p) =T + Epp, (5.22)
cun T tal che T — EuR > 0 e, duncje, cun lis (5.10) e (5.14), o otignin

T,=(T+¢Tp) \/ a2 cos? ¢ + b2 sin? ¢, (5.23)

Ty= T\/a2 sin? ¢ + b2 cos? ¢. (5.24)
O sierin cheste sezion cuntun par di osservazions sul stat di pretrazion che si
oten te tele finide. Riclamant lis nestris ipotesis gjeometrichis (2.4) e (2.5), di
(5.23) e (5.24) al salte far che, intun fil radial e intun fil elitic, la fuarce di
pretrazion e rive al nivel massim, rispetivementri, tai ponts (X; = 0, Xo = bR)
(Tzlax = ob) e (X; = aR, X5 = 0) (T;ﬂax = Tb); che si viodi la Figure 6.
Indi ven daiir che si rive a la fuarce di trazion massime T, tai fii radiai di
lungjece massime e cheste proprietat e concuarde cu la necessitat di sigura la
“uniformitat” de rigjidece de tele rispiet a lis fuarcis trasversals. Cun di plui,
tai fii che a fasin part des dos fameis, si rive al valor massim di trazion in ponts
diferents e chest al sugjeris une distribuzion ”otimal” de pretrazion dentri de
tele.
In conclusion, si ben che lis ipotesis a priori fatis tal deriva il stat di
pretrazion a sedin avonde fuartis, il risultat final al par resonevul e tes prossimis
sezions lu doprarin tal studi de rispueste dinamiche trasversal al plan de tele.
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Figure 6: Valors minims e massims dal stat di pretrazion intune tele di
rai cun spiral tacadice.

6. Moviment trasversal. Rimplacant lis espressions (4.18) e (4.19) di Nt e
N?2 te ecuazion (4.14), daspo de liniarizazion o otignin la ecuazion differenzial
che e guvierne il moviment trasversal de membrane sot une fuarce trasversal
par unitat di aree p® (dentri a son ancje comprendudis lis fuarcis di inerzie):

CcrT, N CTy .
w, W, ¢
paby/a2cos? ¢ + b2sin® ¢ . p2aby/aZsin ¢ + b2 cos? ¢ 6.1)
C¢T¢ 3 .
+ — pw,p +p° =0,
p2aby/a? sin® ¢ + b2 cos? ¢
0, in maniere ecuivalente, riclamant la (5.10) e la (5.14),
cr_ c? _
TP+ e Tolws o) + 97 =0, (62)

dula che 7y, 7,, a son dats di (5.16)-(5.18), (5.21)-(5.22) tal ordin pe tele cun
spiral ausiliarie e cun spiral di cature.
Tal seguit o indagarin un cés special di (6.2), o ben, lis vibrazions trasversals
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libaris de membrane elitiche supuartade tal contor,
W(R,¢,1) =0, (¢,t) €0,21] x [0, 00). (6.3)

In chest cas, la funzion p® in (6.2) e coincit cu la densitat di superficie des
fuarcis di inerzie fr dal plan. Denotant, tal ordin, cun m, e mg la densitat
di masse linear costante dai fii radiai e dai fii elitics, la densitat di masse di
aree v dal model continui e pues jessi determinade tant che v = %, li che
dA = |Ay x As|dpdp = pabdpde e je la aree elementar in By e dm e je la
masse elementar dai fii che si cjatin in dA. Al ven far che

p ¢
v(p, ) = %mp\/a2 cos? ¢ 4 b2sin? ¢ + %m¢ a2sin? ¢ + b2 cos2 ¢ (6.4)

e duncje, la ecuazion di moviment trasversal e devente

cr_ ce _
mTﬂu,pp + pzabT¢

(ulsg + pusy) = v(p, @)uly = 0, (6.5)
par (¢, p,t) € (0,2m) x (0, R) x (0,00). Stabilint

u® = w(p, P)y(t), (6.6)
o podin separé lis variabilis (p, ¢) de variabile timp ¢, otignint

Yy + Xy =0, t>0, (6.7)

e, doprant la (5.15),
(P b0 = =S g5 (6.8)

dula che 5 = £, A € RT al & autovalor che al & di jessi determinat e

k&T,  (tele incomplete), (6.9)
& (tele finide). (6.10)

La espression (6.4) de densitat di masse 7 e preven la separazion tra la variabil
radial p e la variabil angolar ¢. Si che duncje, di chi indenant o din dome
stimis, di sot e di parsore, dal autovalor di (6.8) cu lis cundizions di contor
(6.3). Al e facil dimostra che

7 (p) = alm, + Emgp) < ab¥ < bm, + Emgp) =7 (p), (6.11)
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e si & di nota che lis variabilis p e ¢ a puedin jessi separadis in (6.8) cuant che
ab” al ven sostituit o di ¥~ o di 4. Considerin, par esempli, il coeficient 7.
O podin ciri une soluzion ae (6.8) (cun ab¥ sostituit di ) de forme

w(p, ¢) = u(p)®(¢), (6.12)

li che, in gracie de regolaritat di w, ®(¢) e je une soluzion no banal dal probleme
ai autovalors

" + 12 = 0, (6.13)
o(0) = ®(2n), (6.14)
3/(0) = @' (2n), (6.15)
e u(p) e risolf
2
(Fou') + ATy = %gu, pe(0,R), (6.16)

li che la funzion g = g(p) e je definide di (6.9)-(6.10). Al ¢ facilmentri dimostra-
bil che lis autocubiis di (6.13)-(6.15) a son

vi=n? ®,(¢) = Acos(ng) + Bsin(ng), n=0,1,2,.. (6.17)
Se n = 0, alore vy = 0 e Py(¢) e je une costante diferent di zero. Lis auto-
funzions corispondentis w a son funzions dome de variabil p e a puedin jessi
otignudis risolvint il probleme

(Toub) + M7 uo =0, pe(0,R), (6.18)
up(R) =0, (6.19)
u}(0) = 0, (6.20)

dula che la condizion di contor (6.20) e val in mancjance di une fuarce concen-
trade te origjin O. Il probleme (6.18)—(6.20) al amet autovalors reai semplics
{)‘(T,j 52, tai che

0 <A1 <Afy <o jlingo A, = +o0. (6.21)

Cuant che n > 1, lis autofunzions u(p) in (6.12) a puedin jessi determinadis
risolvint
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(Fpt!) + N A u="2gu, pe(0,R), (6.22)
u(R) =0, (6.23)
u(0) = 0. (6.24)

Par ogni n, n > 1, autovalor dal probleme chi parsore al sara indicat tant che
{A =1, cun

0< A <A,<., lim A =+ (6.25)
’ ’ m— o0 ’
Al & di noté che la cundizion di contor u(0) = 0 e garantis di vé valors finits de
energjie di deformazion associade a la deformazion trasversal u = u(p).

In conclusion, la membrane elitiche cun densitat di masse ' tant che in
(6.11) e & la secuence di autovalors {A\} }0_;, n=0,1,2,.... Se o ripetin la
analisi chi parsore cun ¥~, o rigjavin i autovalors {\, m}m n=2012 ..
Par fini, su la fonde di un teoreme di monotonie, Courant & Hilbert (1965),
o podin stimé di parsore e di sot i autovalors di (6.8). Par jessi plui precis,
ognidun dai autovaldrs {\,, ,,} di (6.8) al ¢ tal che

)\n,m(5+) < An,m(ﬁ) < )\n,m(ﬁ_)' (626)

La acuratece das stimis chi parsore e dipent clarementri dal rapuart g‘ Dut
cas, par 2 € [1.1,1.3] si spietisi che Ay (57), Anm(77) al ufrissi une buine
aprossimazion dal autovalor efetif A, ., (7).

7. Deformazion tal plan. In cheste sezion o scrivin lis ecuazions che a gu-
viernin il compuartament mecanic tal plan de membrane elitiche. Un studi
complet dal probleme des reazions tal plan nol jentre tai obietifs di chest lavor
e al sard ogjet di ricercjis futuris. Doprant lis ecuazions costitutivis (4.18),
(4.19), tal ordin, par N*?, N%? tai limits des ecuazions di ecuilibri (4.13),
riclamant (5.10), (5.14) e passant a lis componentis cuintrivariantis, daspo de
liniarizazion o rigjavin

Co7

Tty — iy~ ralpuy + i) + 0, — )]
crr CPAE,[u’, +ra(pu®  + 2u®

— Tpr2(pu¢pp+2u¢p) + ool + T2t ) (7.1)
pab ’ ' pab\/a? cos? ¢ + b2 sin? ¢
| CPAGE[u” + puly + i (ufy, — pu®)]

+7(p, d)uly =0,
p2aby/a? sin? ¢ + b2 cos2 10 i
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O [ oo ) ]
pab o’ p (a?sin? ¢ + b2 cos? ¢)2

CTy | o (U m
_ o e Lo 0

T A o (Woo = PUG) | +

p
C?A4E, Eup¢ —ut ol + (- L) | 4 (T2)
p2aby/a?sin® ¢+ b2cos? ¢ | P ’ T2 p

5 [7;(1/’ + by, + 3 (uhy — pud’))} +

p2aby/a? sin® ¢ + b2 cos?

CrT 2
+ prp (Uﬁ)p + pu?ﬁp> +7(p; (b)ufft =0,
li che A,, Ay a son, rispetivementri, lis areis des sezions di un singul fil radial
e di un singul fil elitic e E,, F4 a son i modui di Young dal material che al
forme lis dos fameis di fibris. Lis ecuazionss (7.1) e (7.2) a esprimin 'ecuilibri
dinamic pes vibrazions infinitesimals libaris, rispetivementri in direzion radial
e in direzion angolar.

8. Conclusions. La formulazion di modei mecanics de rispueste dinamiche
des telis di rai tai ultins agns e a sticat un interes cressint, par vie des sOs
implicazions tai studis dal compuartament dai rais. Morassi, Soler and Zaera
(2017) a an proponit un model continui a membrane struturade pretensionade
des telis di rai circolars. Il model al ¢ stat disvilupat su la ipotesi di une
tele a gjeometrie assial simetriche e di deformazions pigulis. L’obietif principal
di chest contribut al e chel di aplica ché stesse metodiche a lis telis di rai di
forme elitiche. Par disvilupa cheste estension al € coventat introdusi un ciert
numar di ipotesi a priori adatis par determina un stat di pretension amissibil
te configurazion di riferiment. Chest lavor al € un prin pas viers il studi di telis
di rai di gjeometrie plui realistiche cuntun sol as di simetrie.
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