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Teorie dai numars indic¢s”

MARZI STRASSOLT

1. Introduzion. I metodis di eliminazion. Dute la metodologjie statisti-
che, massime ché aplicade ae analisi dai fenomens economics, si pas di
procediments adats a fa salta fiir regolaritats o aspiets struturai de variabi-
litat o covariabilitat des manifestazions empirichis. Une volte individuats,
chescj procediments a dan la pussibilitat di slargja la capacitat interpreta-
tive de realtat. Ducj i metodis statistics a son stats regolats cul obietif di
jentra a fonts intune realtat in dut cis complesse, che la s6 comprension
e je fluscade di fonts infinidis di variabilitat che si zontin ai elements, aes
relazions, ai compuartaments struturai di un sisteme ogjet di studi.

Soredut tai ambits dissiplinars li che pe cognossince no si pues in pra-
tiche zovasi dai struments di verifiche dats de sperimentazion, par cjata
regolaritats di compuartament, analogjiis o diferencis di procés, nature e
carateristichis di leams causai diferenziats, si scuen 12 indenant pe strade
de eliminazion progressive di aspiets e circostancis che a scurissin la es-
sence dai fenomens par vie di erdrs di misure, di ossilazions casuals, di
variazions di fenomens concomitants, di struments di osservazion che a
rapresentin la realtat in maniere no omogjenie, di diferencis di dimen-
sions, di cuvierture scjarse dal cjamp di osservazion.

Tal cjamp dai fenomens economics, lis pussibilitats di cognossince
dal real a son inderedadis no dome des cundizions dadis di ogni dimen-
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sion de realtat, tant che i erors di misure, lis variazions concomitantis,
la impussibilitat di scandaia la totalitat dai cas che a dan dongje i feno-
mens di interés, ma ancje di altris doi aspiets fondamentai: il prin al ¢
dat de eterogjeneitat estreme des unitats di misure, che tal cas dal metri
monetari a an il fastidi di jessi variabilis no dome tal spazi ma ancje tal
timp; il secont aspiet al & dat de diference cetant grande di dimension
dai sistemis o dai grups economics, che dome comparantju tra di 16r si
pues pensa di 12 indenant tes cognossincis, considerats i limits tal dopra
la sperimentazion dats de nature stesse dai fenomens sociai.

Lis ricercjis di economie a doprin procediments di confront jenfri i
compuartaments di sistemis economics scrutinats in cundizions diferentis,
di mut di individua i leams causai e lis regolaritats di compuartament pus-
sibii datr di cundizions omogjeniis. Chescj confronts a son rindiits mancul
facii par vie de gruesse variabilitat des unitats di misure e dai nivei cjapats
dai fenomens a seconde des diviersis dimensions dai sistemis considerats.

I metodis di eliminazion preliminars a ducj chei altris aprofondiments
su regolaritat di compuartament, conessions causals, dinamichis evolu-
tivis e trasformazions struturals, a integnin duncje la riduzion a tiermins
comparabii di grandecis economichis studiadis in diviersis cundizions di
timp, spazi, categorie e unitat di misure.

Lis grandecis economichis si cjatilis intune molteplicitat di unitats di
misure fisiche, che a son diviersis o pe nature stesse dal fenomen (pés,
volum, estension e v.i.) o pal sisteme di misure diferent (in mancjance
di un sisteme di misure unic, adat par dutis lis realtats economichis). A
nivel di marcjat, si pues misura lis grandecis stessis tal metri monetari,
che al presente la carateristiche di jessi une vore eterogjeni tal spazi in
dipendence dai diviers sistemis di formazion e control dal numerari. Cun
di plui, chest metri al subis une modificazion in pratiche permanente
de s0 capacitat di misure a seconde di ritmis che a dipendin ancjemo di
cundizions di funzionament dai diviers sistemis economics.

Se scrutinadis sot di profii comparatifs, lis grandecis economichis, e
massime chés che si palesin in bens e servizis singui o agregats, a an dun-
cje bisugne di jessi liberadis di chei elements di disturp che a son dats di
unitats di misure diviersis e di ordins di grandece diferents, che a son peats
il plui des voltis, ma no dome, a circostancis di nature istituzional. Si a di
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podé compara lis grandecis esprimudis in unitats di misure fisiche (cuan-
titat) e chés esprimudis in unitits monetariis (valors), midiant de elimina-
zion de unitat di misure o de conversion intune unitat di misure uniche
(cuant che al ¢ pussibil). Ancje lis grandecis che si riferissin o che a vegnin
di unitats economichis o di agregats di unitats economichis di dimension
diferente o di numerositat diferente a an di jessi tradusudis in tiermins di
ordins di grandece che si puedin compara, midiant di procediments di
relativizazion che si esprimin traviers di valors unitaris (mediis o rapuarts).

Al nas cussi il probleme de costruzion di ché classe particolar di ra-
puarts statistics che a son i numars indigs, o ben cuozients di grandecis
economichis esprimudis te stesse unitat di misure.

2. I numars indic¢s elementars

2.1. Definizion. Considerin un fenomen economic, elementar o risultat
di agregazion, di nature micro o macro economiche, misurat secont une
cierte unitat di misure, che o indicarin cun X. Chest al vignara studiat
par une sucession di timps, di teritoris o di categorie. Indichin cun x,la
grandece gjeneriche, cun # =0, 1, 2,... T, jessint x,> 0.

Lintindiment al & di costrui une misure des variazions relativis che a
dedin la pussibilitat di fa un confront cuntun fenomen analic che si riferis,
par altri, a un altri sisteme economic o che al & esprimiit cuntune altre
unitat di misure. Cjapant duncje in considerazion doi tiermins de serie x, e
x,, che a dan dongje il vetor x = (x,, x,)', si vara di costrui une 16r funzion:

bIt =I(xb9xt) (21)
che e sodisfi un sisteme di cundizions definit cussi:

a.1. Normalizazion. Se lis dos grandecis a son compagnis ae unitat, la
funzion e devente unitarie:

I(x,,x,)=1 (x,=x,=1) (2.2)

a.2. Adimensionalitdt. Une trasformazion di scjale e, pe precision, di uni-
tat di misure no modifiche il valor de funzion (omogjeneitat di grat zero):
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I(Ax,,Ax,)=1(x,,x,) (1>0) (2.3)

a.3. Omogjeneitit. La funzion e cambie in maniere proporzional a di un
fator di scjale A, se x, e cambie inte stesse proporzion:

I(x,,Ax,)=A1(x,,x) (A>0) (2.4)

Al ¢ facil viodi che lis primis tré cundizions a implichin une funzion
che e je dade dal cuozient dai doi tiermins.
Di fat, si pues scrivi:

1(x,,x,) = I{xb (2, /%), x, (%, / x, )} =
=I{x,,,x,)(x,/xb)}= (2.5)
= I{l,xt /xb}

che si verifiche pes cundizions di adimensionalitat. Pe omogjeneitat al
vignara far:

HLx, /%, }=x,x, 1{L1} (2.6)

e duncje pe cundizion di normalizazion al sara:
I(x,, x,) =x/x, (2.7)
Se si rapuarte ogni tiermin x, de serie al tiermin stes, che al reste co-
stant, si met dongje une serie di numars indics a base fisse. Ognidun di
chescj al & moltiplicat pal plui par 100, creant dai numars indics percen-
tudi. Si vara duncje une serie li che il tiermin gjeneric al ¢ dat (a mancul

dal coeficient 100) di:

b[t=xt/xb (2.8)
Chest al esprim la variazion relative che si verifiche jenfri 4 e ¢, che si

pues esprimi sedi in tiermins di numar indic, o di fator di variazion, o di
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capitalizazion se si riferissisi a un tiermin cjapat dai fenomens finanziaris,
sedi in tiermins di «tas di variazion» che al ¢ dat dal numar indi¢ dimi-
nuit de unitit. Cun di fat:

i(b,t) =(x,—x,)/x,=(x,/x,)-1=,1, -1 (2.9)

Se la serie considerade e je une serie storiche, come che si assumara
ca di poc, a mancul che no si fasi riferiment di pueste a seriis spazials, il
numar indi¢ a base fisse, indula che 4 al ¢ diviers di (£ — 1), al permet di
rigjava ae svelte un tas medi di variazion pal periodi cjapat dentri di b e 2.
Come che o savin, chest tas si calcole in maniere corete midiant de medie
gjeometriche, dalir de cundizion di invariance dal prodot dai fators di
variazion, riferits a ognidun dai sotperiodis:

i (b.t)=(,1,)"" -1 (2.10)

Al ¢ clar che si pues muda une serie di numars indi¢s cuntune cierte
base fisse & intune gnove serie cun basse fisse ¢, rapuartant ogni tiermin
de serie par un tiermin singul riferit a un timp ¢. Di fat:

d=, 00, =(x /%) (x,/x)=x,/x, (2.11)

Se ognidune des grandecis x, de serie X no je metude in relazion cun-
tun tiermin che al reste costant, ma ben cul tiermin precedent x, , si vara
tant che risultat la serie dai numars indics a base mobile che a metin in
evidence lis variazions relativis che si verifichin in ognidun dai intervai
che a dan dongje la serie storiche. Si vara, duncje:

L =x/x_ (2.12)

I numars indic¢ a base mobile si puedin rigjava in maniere direte de
serie dai numars indics a base fisse, cence scugni passi pe serie origjina-
rie X. Di fat, al baste rapuarta ogni numar indi¢ a base fisse al so tiermin
precedent:

b1 / pli =1 (2.13)

t
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Te stesse maniere, si pues torna a costrul ogni tiermin di une serie di
numars indigs a base fisse moltiplicant ducj i numars indics a base mobi-
le cjapats dentri tra il timp base e il timp considerat. Di fat:

ol = 3l v lparia ], (2.14)

Cheste relazion e met in lis il parce che il numar indi¢ a base fisse
par un periodi che al cjape dentri plui intervai di timp al rapresente la
cundizion di ecuivalence che e puarte al calcul dal tas medi di variazion
midiant de medie gjeometriche.

2.2. Proprietits dai numars indi¢ elementirs. Lis cundizions assioma-
tichis imponudis pe costruzion di une misure adimensional des varia-
zions, lis proprietats algjebrichis dal rapuart jenfri dés grandecis di une
stesse serie e lis relazions jenfri serie a base fisse e serie a base mobile
nus dan la pussibilitat di defini un insiemi di proprietats dai numars
indics elementars che al & par siglir zovevul ancje dal pont operatif e
pal calcul.

Cualchidune di chestis proprietats e je juste une formulazion dife-
rente des cundizions assiomatichis za presentadis, intant che altris a son
implicadis des stessis o a saltin fiir di une esplicazion des proprietats
algjebrichis dai cuozients.

Lis proprietats a son chestis:

b.1. Identitit. 1l numar indig riferit al timp base al ¢ avual ae unitat:

1, =x,/x, =1 (2.15)

Cheste proprietat e je une formulazion diferente dal assiome de nor-
malizazion.

b.2. Comensurabilitt. Il numar indi¢ al € un numar pir, insensibil aes
trasformazions di scjale e massime ai cambiaments de unitat di misure.

Cun di fat:

WA =Ax [ Ax, =x /x, (2.16)
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E je la cundizion assiomatiche di adimensionalitat di indula che si a
rigjavat il numar indic.

b.3. Proporzionalitit. Se la grandece metude a confront e mude a secon-
de di un coeficient 2, il numar indi¢ al misure cheste proporzion:

A =Ax, /x,  x =Ax, (2.17)

b.4. Monotonicitdt. Il numar indig al & une funzion cressinte strentemen-
tri rispiet a x, e decressinte strentementri rispiet a x,;

I(xb,xt)<1(xb,xt+c) (c>0) (2.18)
I(x,+d.x)<I(x,.x)  (d>0) (2.19)

b.5. Reversibilitit des basis. Il numar indic dal timp # di base 4 al & avual
al reciproc dal numar indi¢ calcolat al timp & cun base #

oI =1/ 1, (2.20)
che si pues scrivi ancje:
oL iy =(xz /xb)(xb /'xt)=1 (2.21)

b.6. Circolaritit. Dats doi indigs, un di base 4 al timp 7 e chel altri di base »
al timp ¢, chescj doi a gjoldin de proprietat di circolaritat o di transitivitat
se il 16r prodot nus permet di rigjava un numar indi¢ di base 4 al timp #

J I =,1 (2.22)

rrot
Si pues dimostralu intun moment viodint che:
(x./x,)(x,/x,)=x/x, (2.23)

Si viot subite che cheste proprietat e impliche ché di identitat tal cas
che r = b e de reversibilitat tal cas che b = ¢.
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b.7. Decomponibilitit rispiet al prodot. Cjapant in considerazion une
grandece dade dal prodot di dés grandecis elementars, il numar indig
de grandece prodot al & avual al prodot dai numars indics des grandecis
che le componin:

b]t(xy) = b[t(x)blt(y) (224)
Cun di fat, si verifiche subite che:

b L) =% /Xy, = (xt /xb)(yt /Yb) (2.25)

Al ¢ clar che cualchidune di chestis proprietats semplicis a son une
vore interessantis soredut par une semplificazion des operazions di cal-
cul. La proprietat de reversibilitat e ché de circolaritat, par esempli, nus
permetin di fA dute une schirie di operazions cence scugni dopra i dats
origjinaris. Dalr de reversibilitat, si pues meti in vore il «slitament» de
base, che si rigjave cun facilitat dividint un tiermin de serie dai numars
indi¢s a base fisse cuntun altri tiermin, creant cussi une gnove base.
La circolaritat nus permet operazions di «concatenazion», che a dan
la pussibilitat di passa di une serie di numars indi¢s a base mobile a di
une altre serie a base fisse. La decomponibilitat nus permet di identifica
I’apuart ae variazion total che al ven de variabilitat des singulis compo-
nentis che si compuartin in maniere moltiplicative. E vie indenant.

2.3. La costruzion di numars indic elementdrs. La sielte de base e rispuint
no tant a cuistions peadis ae normalitat pretindude dal interval di consi-
dera, ma ben ai obietifs li che si a voie di riva cu la costruzion dal numar
indig e in particolar al an o al més che par chei si viil marca lis variazions.
La prassi plui doprade e vill che la base e sedi fate coincidi cul tiermin
inizial de serie storiche e duncje 4 = 0.

Problemis plui dificii a saltin fiir tal cas che te serie storiche a jentrin
dai erdrs sistematics, par colpe des revisions tai criteris di definizion e
di costruzion des grandecis, di modificazions dal grat di cuvierture des
indagjins di li che e salte fir la serie, o pir par erors di osservazion e di
campionament che a puedin ancje 16r 1a dalr dai modei probabilistics
che si evolvin tal timp.
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Tal cas di erdrs di campionament si vara di zovasi, cu la cautele dal
cas, di informazions che a vegnin dal numar indic che al nas di un erér
di stime costante peat ae grandece di base e a erdrs des grandecis di
riferiment causats di erdrs di stime variabii tal timp, dal moment che si
vares di costrul za di prime il margjin di eror.

3. I numars indi¢s componiits

3.1. Premesse. Lis esigjencis de ricercje economiche a puedin jessi sodi-
sfatis di rar midiant de analisi de variabilitat di un fenomen singul, con-
siderat par so cont. Cun di plui, bisugne considera che il stes fenomen
economic dificilmentri al fas riferiment a un flus elementar e origjinari di
bens, servizis o di operazions, jessint lui stes cuasi simpri il risultat di pro-
cediments di agregazion, ancje cuant che si riferis a ativitats di consum, di
ingrum o di produzion di une singule unitat economiche. Il consum di un
gjenar alimentar di bande di une famee te unitat di timp, par esempli, al
¢ simpri il risultat de agregazion di plui ats di acuist, la produzion di un
ciert ben di bande di une imprese te unitat di timp e je simpri il risultat
de ativitat di plui reparts e e je scuasit simpri il risultat di une agregazion
tal timp e vie indenant. A ogni mt, da rar la ricercje di nature sientifiche
o operative e pues jessi sodisfate midiant di une analisi de variabilitat tal
timp (o tal spazi) de cuantitat, dal valor o dal presit di un ben o servizi
singul: concludude cheste analisi, e saltara fir clare e taronde la dibisugne
di considerale intun contest plui slargjat di variabilitat e di covariabili-
tat di altris bens e servizis e di altris grandecis economichis. Si a cussi
il probleme de costruzion di numars indi¢s componiits che a saltin fiir
de agregazion di numars indics elementars o che si riferissin a agregats
che indi si viil meti in lGs i contribiits di une sole componente elemen-
tar. Nol ¢ il cas di introdusi in cheste sede distinzions di terminologjie,
che a cjapin dentri, par esempli, lis definizions di March (1923)!, che al
marche la diference jenfri numars indics sempligs, sintetics e componfits
o jenfri batariis di grandecis, a seconde che a fasedin riferiment a feno-
mens ugnui, o plr a pluralitat di fenomens, esprimiits te stesse unitat di
misure (e duncje che si puedin agrega par sume) o in misure divierse (e
duncje che no si puedin suma). Par cumo, al baste dicerni jenfri numars
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indics elementars (o sempligs), tal cas che a sedin costruits dome midiant
rapuarts tra tiermins de stesse serie (e duncje omogjenis par unitat di
misure) e numars indi¢s componiits (o sintetics, o comples) tal cas che a
sedin il risultat de agregazion di numars indics elementars.

Metin di vé une pluralitat di bens, di servizis, o di altris grandecis
economichis scrutinats in stats temporai diferents (ma a podaressin ancje
jessi dimensions diferentis di spazi o di categorie). La grandece gjeneri-
che e sara indicade cun x,, indula che =1, 2, ..., T, intant che h = 1, 2,
..., H e rapresente I’element gjeneric di une matric X, che lis sos riis a an
par intestazion i timps e lis colonis lis grandecis elementars:

xll xlz ...... xlh ...... le xl'
= | Y XY .  essesese X eceeess — — '
X=|x, x, X, Xy |l= [xl.........x.H]— X,.
1
-le xT2 ...... xm ------ xTH ] -xT' ]

Cjapant un cualsisei timp # = b tant che base, e si rapuarte ogni
element di ognidun dai vetors colone x,, al element dal timp di base
che i corispuint, si a tant che risultat la matri¢ ,I, dai numars indics
elementars [,

[ b]ll b112 ...... bllh ...... bllH
blt= bltl b[t2 """ b]th """ bItH
_b[T1 S, e e - |
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Tal cas che i vetors colone singui a sedin compagns, un cualsisei
numar indi¢ al podares jessi cjapat come rapresentatif di chei altris. Te
realtat ogni grandece, par trop che le si meti in relazion cun chés altris o
che e vedi grats elevats di omogjeneitat rispiet al complés des variabilis
consideradis, e vara un so profil di evoluzion tal timp. Par motifs di na-
ture teoriche e operative, si a il probleme di costruil une misure di sintesi
che e pandedi lis variazions relativis par grups intirs di grandece o pe
totalitat dal coletif di grandecis consideradis.

Par esempli, se i vetdrs a fasin riferiment a vos singulis di spese par
bens di consum, si podarés volé cognossi i ritmis di variazion di classis
particolars di spese (mangja, visti, mobilie, culture e istruzion, traspuarts
e v. i.) o de totalitat des vos di spese consideradis (spese total). Se lis
variabilis a son riferidis ae ocupazion o aes oris lavoradis tes industriis
classificadis a nivel di categoriis, al pues jessi interessant costrui dai
indi¢s di produzion o de ocupazion industrial che a fasin riferiment
rispetivementri a classis e brancs di ativitats economichis o pir a dut il
setor industrial.

Si a dungje il probleme di 14 indenant te costruzion di numars indigs
agregats, che si podedin calcola datir di dés stradis fondamentals:

a) par agregazion di variabilis;
b) par agregazion di numars indigs.

La prime strade e mene al cussi clamat metodi dal rapuart jenfri agre-
gats che, tal cis che lis variabilis a sedin omogjeniis par chel che al inten
la unitat di misure, al puarte ae costruzion di un numar indi¢ elementar
calcolat no plui su grandecis elementars ma ben su grandecis scomponi-
bilis in componentis aditivis.

La seconde strade si pues tradusile intune schirie di procediments,
ancje 16r di podé diferenzia in: b,) agregazion par medie; b,) agregazion
a seconde de struture di variabilitit e covariabilitit o ben midiant di
tecnichis multivariadis.

3.2. Rapuarts di agregits. Se la matric dai dats e je dade di grandecis ori-
gjinariis esprimudis te stesse unitat di misure, la maniere principal par
costrul un numar indi¢ componit e je ché di une agregazion semplice dai
tiermins par ognidun tai timps ¢, di m{t di rigjava un valor total, di ra-
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puarta, dopo, al total costruit pal timp base 4. Lant indenant par cheste
strade, il probleme de agregazion di numars indics elementars si disber-
dee te costruzion di un numar indi¢ elementar gnaf, che no si riferis aes
componentis elementars ma ben ae grandece agregade Y. Si vara duncje:

bIt(2)=thh/Z X, =tr<x, >/tr<x, >=s,/85, (3.1)

indula che cul operador segn si oten la grandece scalar s che e je avual
al risultat di une operazion di agregazion par sume (tipiche dai consums
alimentars, che a nassin de sume des spesis par ognidun dai bens, o de
produzion industrial, che e je I'agregat des cuantitats di un numar grant
di prodots di trasformazion) par un ciert moment temporal di riferiment.

Cheste vie di agregazion e je stade proponude ancje par variabilis che no
son aditivis, parcé che grandecis derivadis, come tal cas dai presits, o parce
che di nature diferente (par esempli bens licuits e solits) e duncje esprimits
in unitats di misure diferentis dal dut. In chest secont cas, si pues 12 inde-
nant te agregazion dome dopo di une juste trasformazion des unitats di
misure. Tal cas di grandecis omogjeniis par nature, ma diviersis par unitat
di misure, si vara dome di muda un sisteme metric intun altri, che al vara
di jessi comun. Tal cas di grandecis di nature diferente, bisugnara conver-
tilis intun altri sisteme di unitat di misure, dal dut diferent, ven a stai chel
monetari, mudant lis cuantitats in valors, midiant di un sisteme di presits.

La agregazion midiant di un rapuart di agregats di nature o di misure
diferente e fas salta fiir un indic dificil di interpreta e che al esprim in ma-
niere pdc clare lis dinamichis evolutivis singulis. Chest al & causionat sedi
de mancjance di un significat economic propri di agregats esprimiits in
unitats di misure eterogjeniis, sedi dal fat che si da plui riléf aes variazions
des variabilis che a cjapin un ordin di grandece maidr rispiet a chés che a
an un pés cuantitatif mindr (ma dut cas no di mancul valér o impuartance).

Lis proprietats di un indi¢ rigjavat par agregazion direte des grandecis
di riferiment a son lis stessis di chés za metudis in I(is pai numars indigs
elementars.

3.3. Mediis di numars indics elementirs. La seconde strade par costrui
un numar indi¢ che al misuredi lis variazions relativis e je ché di dopra
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une des mediis sugjeridis de metodologjie statistiche par muda un vetor
di valdrs intune grandece scalar che e sedi indipendente de dimension
dal vetor stes.

In sostance, bisugne valési di une medie gjeneralizade o medie di
potencis di ordin 7, sieltis in maniere zovevule a seconde de cundizion
di ecuivalence imponude dai obietifs che il numar indi¢ compontit al a
di apaia:

Ur

vLi) =Mr{b1t} = {b[thr /H}I/r = {Z(Xth / Xy )r /H} (3.2)

Valors specifics di 7 a dan lis mediis singulis che par solit e sugjeris la
leterature:

par » = 1 si a la medie aritmetiche:
b]t(Ml) =M1{b]t-}=zb1th /H =Z(xth /xbh)/H (3.3)

La cundizion di ecuivalence che e justificarés I'tis di cheste medie e
je dade de sume, che no si pues ipotiza par une variabile che e nas dal
rapuart di altris variabilis omogjeniis. Si pues justifica il fat di dopra la
medie aritmetiche ancje in altris manieris, in riferiment a une cundizion
di aprossimazion sugjeride de ipotesi che ognidun dai numars indigs ele-
mentars al sedi une misure divierse di un rapuart unic e che duncje al sedi
une determinazion di une variabil causal normal, secont une concezion di
tip «atomistic» che e vignara spiegade mior plui indenant. Al ¢ clar che
chest indi¢ cussi componiit al gjolt di dutis lis proprietats definidis de
medie aritmetiche: la nulitat de sume dai scarts, la minimizazion de sume
dai scarts al cuadrat, la omogjeneitat, la traslativitat, la associativitat;

par r — 0 si a la medie gjeometriche:

oL )= MO{bIt} = {Hblﬂ, }I/H = {H(xth /Xy, )}I/H (3.4)

La cundizion di ecuivalence che e justifiche I'Gs de medie gjeometriche e je
dade de invariance dal prodot, che e somee adatasi mior aes carateristichis
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de variabil che, jessint dade di cuozients, no si compuarte par siglir in ma-

niere aditive. Il numar indi¢ costituit su la fonde de medie gjeometriche al

presente cualchi proprietat zovevule pes operazions di slitament de base e

di concatenazion di numars indics a base mobile. Cun di fat:

i) la medie gjeometriche di rapuarts e je avual al rapuart des mediis
gjeometrichis de grandece al numerador e di ché al denominador, fat
che al sclaris cemiit che, metint in vore cheste medie, il metodi dal
rapuart jenfri agregats e chel de medie dai numars indics elementars
a van parie; cun di fat:

» VH IVH IVH
M, {< Xp, > xt} = {H(xrh /%y, )} = {thh} /{beh} = (3.5)
=M, {xl.}/MO{xb.}

Cheste proprietat e permet ancje di calcola cun plui facilitat numars in-
dics compondits di base divierse, tacant prime cu la sostituzion di ogni vetdr
riferit a un ciert timp # cu la rispetive medie gjeometriche des grandecis, par
dopo 14 indenant cul calcul dal numar indi¢ di base desiderade, midiant

dal calcul di un rapuart jenfri mediis gjeometrichis. Si pues ancje zovasi di
cheste proprietat par fa operazions di concatenament, par esempli:

(3.7)

ii) la potence di grat s de medie gjeometriche e je avual ae medie gjeo-
metriche des potencis di grit s dai tiermins:

(MO {< x, > xt})x = ({H(xt,, ! X, )}UH )S = (3.8)
=M, {< x,’ > xt‘s}

162



Teorie dai numars indigs

iii) il reciproc de medie gjeometriche al ¢ avual ae medie gjeometriche
dai reciprocs:

1/ M, {< X, >7! xt} = 1/{H(xth / x,, )}I/H =
_ 1/({thh }I/H /{Hth }I/H ) _ (39)

=M, {< Xp. > xt,_l}

Cheste proprietat, derivade de precedente ponint s = -1 e je par sigiir
zovevule cuant che bisugne scambia la base & cul timp di riferiment #; si
viodara plui indenant che i numars indi¢s compondits che si fondin su la
medie gjeometriche a sodisfin la plui part des proprietats formals, che a
son stadis proponudis pai numars indi¢s dai presits di Fisher (1922)% e
di altris, tant che la identitat, la reversibilitat des basis, la circolaritat, la
comensurabilitat e la proprozionalitat;

par r = -1 si a la medie armoniche:

oLy = H/%(x,,/x,) (3.10)
tal cas de medie armoniche, la cundizion di ecuivalence e je dade de sume
dai reciprocs, e e va duncje aplicade in maniere plui adate aes variabilis
che si compuartin in maniere aditive rispiet ae sume dai reciprocs dai
tiermins. Par chel che al inten lis proprietats, chestis si rigjavilis di chés de
medie aritmetiche, considerant che la medie armoniche si rigjavile di une
medie aritmetiche, ancje se riferide ai reciprocs des grandecis di medi;
par chestis resons al & rar che e vegni doprade par costrul numars indics
compondts.

3.4. Agregazion midiant di tecnichis multivariadis. Si pues rigjava la agre-
gazion dai numars indics elementars no dome aplicant un operador medi
dal cas, ma ancje doprant une des tantis tecnichis multivariadis proponu-
dis de metodologjie statistiche. Chescj procediments a son stats definits
par risolvi cuistions analighis e a son dats de riduzion des dimensions di
un probleme o, in altris tiermins, de trasformazion di grandecis vetorials
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o di matrigs in grandecis scalars in grat di costrui misuris di sintesi adatis.

La analisi multivariade e furnis struments adats di agregazion di
cetantis variabilis, su la fonde di une juste elaborazion de struture di
variabilitat e covariabilitat de matri¢ dai numars indi¢ elementars che si
riferissin a H bens e a (T+1) timps.

Se si considere ogni numar indi¢ tant che une variabil distinte, e si a
ché di meti in jessi un procediment semplic di agregazion, la tecniche plui
adate di aplica e somee ché des componentis principals. Se la variabilitat
e je ben spiegade, si pues considera la prime componente principal gjava-
de fir de matri¢ dai dats tant che il numar indi¢ componiit che si cirive.

Simpri se si considere ogni numar indi¢ tant che une variabil, si pues
procedi te agregazion doprant la analisi fatorial, indula che si pues tigni
il prin fator tant che indig sintetic che al va considerat ae stesse maniere
di une variabil latente. Cheste e contribuis in grat massim ae spiegazion
de variabilitat di ognidun dai indi¢s elementars, che si puedin considera
tant che manifestazions parzials e singulis di chel fatér stes, intant che
chei altris fators a rapresentin dimensions latentis che no van cjapadis in
considerazion se 'unic obietif de operazion al & chel de sintesi. A chescj
si zontin ancje i fators specifics che a dan un contribfit particolar ae spie-
gazion de variabilitat dai presits relatifs.

Une altre strade e je ché di considera i presits al contrari e duncje, in
reson di chel, ancje i numars indics elementars a van considerats tant che
ogjets e i timps tant che dimensions diferentis che ju caraterizin. La stru-
ture di someance che e salte fir de matri¢ dai dats e pues jessi il criteri
di sielzi par 12 indenant cuntune agregazion adate dai numars indigcs in
classis, par riva ae fin a un agregat total di numars indics di indula gjava
fir une dimension di sintesi.

3.5. Il probleme de ponderazion. Cualsisei procediment di agregazion si
sielzi, al reste simpri il probleme de nature e dal significat dal sisteme di
ponderazion doprat o di dopra.

Tal cas che si sedi podiit dopra il metodi di rapuart jenfri agregats
esprimits te stesse unitat di misure, il probleme al ven superat parcé che
si ripuarte la operazion al calcul di un numar indi¢ elementar gnaf, i che
ognidune des variabilis e a il pés che i spiete su la fonde des sds dimensions.
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Tal cas di variabilis esprimudis in unitat di misure eterogjenis, par
evita la vie de agregazion di cuantitits no aditivis, il sisteme di pés di
assegnai a ognidune des grandecis prin de totalizazion al vares di jessi dat
di un sisteme di coeficients di trasformazion adats a puarta lis grandecis
intune unitat di misure omogjenie. Par unitats di misure de stesse nature,
ma apartignintis a sistemis metrics diferents, i pés a saran dats dai coefi-
cients di conversion dai singui sistemis di unitat di misure a chel li che si
intint di opera. Tal cas di grandecis par 16r nature eterogjeniis, il sisteme
di conversion plui imediat al ¢ chel de trasformazion in valor: in chest cas
il sisteme di ponderazion al sara dat dal vetor dai presits.

Tal cas che si decidi di procedi cuntune agregazion midiant dal calcul
dai valors medis, al salte far il probleme de ponderazion. Cualsisei al sedi
I'obietif de costruzion dal numar indic di sintesi, da rar si pues considera
i diviers indi¢s elementars ecuivalents, ven a stai caraterizits di un pés
unitari. Se si a ché di costrui un indi¢ de produtivitat medie dal sisteme,
si vara di da dongje lis produtivitats di ognidun dai brancs di produzion
omogjenie, o dai singui fatdrs de produzion, o des singulis areis produtivis.

Se la finalitat e je ché di costrui un indic di redit, si vara di 12 indenant
cu la agregazion di diviers numars indigs calcolats su indicadors di redit
o di bensta. Se si a di costrui un indi¢ de produzion industrial, si vara di
sintetiza une batarie di numars indics che si riferissin a setérs produtifs
singui. Alfin, se I'obietif e je la costruzion di un numar indi¢ sintetic
dai presits, si vara di cumbini lis variazions dai presits che si riferissin
a bens e servizis che a an une posizion cetant diferente tai volums des
transazions comercials.

In fin dai fats, si vara di 12 indenant te agregazion di numars indigs
elementars che a integnin setdrs, categoriis, teritoris e bens cetant etero-
gjenis par grat di impuartance, e chest grat si pues esaminalu a seconde
di aspiets une vore diferenziats.

In chest cas, i operadors di sintesi a cjaparan cheste forme gjeneral:

bI,(M ) =Mr{b]t.’w} =

row

1/r
={Z(blth) wh/th} = (3.11)

= {Z(x,h !/ x,, )r w, /th}w

165



M. Strassolt

Dant valdrs specifics a 7 si rigjavin la medie aritmetiche, la medie
gjeometriche e ché armoniche. Di fat:

par r = 1 si a la medie aritmetiche:

oL, =

==, 1,w,/Zw, = (3.12)
=2(xth /xbh)wh / Zw,

par » — 0 si a la medie gjeometriche:

v

(M,

= {Hb]thh }UZWh = (3.13)

W, 1/Zw,
={H(xth/xbh) }

) =M0{blt.’w} =

par 7 = -1 si a la medie armoniche :

1

b t(M,Lw

=2w, /Z(xbh /xth)wh

=M_{,I wh=
) lodeo} (3.14)

Al ¢ clar che si podares ancje normaliza il sisteme di pés, di miit che
Yw, =1, jessint w, > 0.

No si pues defini di subite une regule che e permeti di assegna un
sisteme di pés just, dal moment che la sielte e dipent dal obietif che si
vl apaia midiant de costruzion de misure di sintesi.

Al ¢ cui che, viodude la dificoltat di fa une sielte in chest sens, al a
rinunziat, assumint pés unitaris e duncje fasint il calcul di mediis sem-
plicis. Tal cjamp dai indics spaziai, par esempli, chest al ¢ il cas dai indi-
cadors di ripartizion jenfri subareis des grandecis di redit costruidis di
organisims statistics uficiai a nivel nazional o dut cas a nivel teritorial su-

166



Teorie dai numars indigs

perior. Par agnorum la prassi comun e je stade ché di dopra une batarie,
cualchi volte cetant numerose, di indicadors, che a son stats trasformats
in numars indi¢s e po dopo tradusiits intune uniche misure di sintesi
midiant dal calcul de medie aritmetiche semplice: si 4 dimostrat, tra I’al-
tri, che sistemis di ponderazion diferents a puartin a risultats pardabon
cetant diferents e a distorsions penzis (Rondini, 1958)°.

Pe soluzion dal probleme si pues pero defini almancul cualchi regule di
compuartament di 1ai datir in cas particolars:

a)

variabilis origjinariis, che a nassin de misure di grandecis aditivis: in
chest cas, il sisteme di ponderazion al pues jessi dat dome che di gran-
decis misuradis tal timp base; di fat, se il fenomen al & dat dal vetor:

!
Xt = (xtl,xtz,...,xth,...,xtH) (315)
il vetdr dai numars indigs elementars:
AL (0 SUN SR SR g | (3.16)
al va ponderat cul vetor des grandecis osservadis tal timp base 4:
—_ !/
Xp., = (xblrxDZ'---;xbhl---'bu) (3.17)
In altris tiermins, il pés gjeneric al sara dat di:
w, =x,, / 2x,, (3.18)
In cheste maniere, cun di fat, i numars indigs al timp t a son puartats
aes grandecis origjinariis e la 16r sume e je rapuartade ae sume des
grandecis stessis, scrutinadis tal timp base 4;
variabilis origjinariis, esprimudis in unitat di misure di nature com-
pagne ma apartignintis a sistemis metrics diferents; in chest cas si

vara un vetor di grandecis eterogjeniis:

Z. =(Ztl’ZtZ’“"Zth'“’ZtH)' (3.19)
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il vetdr dai numars indics elementars:
I 0 S0 AU SR S | (3.20)
al va ponderat cul sisteme dai coeficients:
w, =k,z,, /Zk,z,, (3.21)

indula che cun £, si intint il coeficient di conversion de grandece z,
te grandece x, (par esempli cuintai e toneladis in chilos, oncis e pas
in centimetris). Si noti che chest sisteme di pés al coincit cun chel
dat des grandecis dal fenomen, esprimudis in unitats di misure omo-
gjeniis, riferidis al an base; la medie aritmetiche cussi ponderade e
da il stes risultat dal metodi dal rapuart jenfri agregats, ven a stai de
costruzion di un numar indi¢ elementar aplicat a variabilis di sintesi;
variabilis origjinariis, esprimudis in unitat di misure di nature dife-
rente (par esempli centimetris, chilos e litris); in chest cas, si a di 12
indenant te strade de trasformazion intune unitat di misure comun e
di facile interpretazion economiche, tant che ché monetarie. Il siste-
me di ponderazion al ¢ duncje dat di presits:

W, = Pz | ZP,2Z,, (3.22)

indula che cun p, si intint un coeficient di trasformazion des cuan-
titats in valors che al coincit cul presit in regjim di perfete stabilitat
monetarie; tal cis contrari, al vara di jessi un pés che al nas di cualchi
medie dai presits rilevats ai doi timps considerats;

variabilis origjinariis, esprimudis in unitat di misure di nature diferente
e che no si puedin ricondusi a di un metri monetari comun (a podares-
sin par esempli jessi dai numars indics rigjavats di indicadors di bensta,
o di disasi social, o di cundizions di marcjat dal lavor, dome par cual-
chidun di chescj si pues pensi a une misure o almancul ae conversion
in valor): in chest cas no reste altre strade che ché di 13 indenant cun
mediis semplicis o plr cun tecnichis multivariadis, indula che i sistemis
di ponderazion si fondin su considerazions leadis ae variabilitat;
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e) variabilis derivadis, che a nassin dai rapuarts di grandecis origjinariis,
calcoladis cun ché di elimina cualchi dimension o cualchi componen-
te, tant che lis produtivitats, lis grandecis pro capite, lis propensions
mediis o margjinals, e vie indenant: in chest cAs i pés a saran dats des
grandecis che a stan al denominador o, se chestis no son cognossu-
dis, di lor indicadors adats o di rapuarts di composizion che a dedin
une misure dal grat di impuartance di ognidune des grandecis origji-
nariis tal agregat. Si a, par esempli, un vetdr di grandecis esprimudis
te stesse unitat di misure:

xt. = (xtlaxtzo'"oxth"”’xtH)' (323)

un secont vetor di grandecis, che il plui des voltis a esprimin cualchi
dimension des unitats di osservazion (popolazion, ocupazion, oris
lavoradis, redit, e v. 1.):

Ve = (Vs Vizseres Vinsewes Vs )’ (3.24)
Un vetor di grandecis derivadis, origjinadis dai cuozients:
S, = (S158,00eesSipoeees Sty )! (3.25)
indula che I’element gjeneric al ¢ dat di:
S, =X,/ Y, (3.26)

In chest cas al & clar che il sisteme di ponderazion al vara di jessi dat de
variabile che si met al denominadér dal cuozient e che dungje al sara:

w, =y, (3.27)

indula che cun y, si intint une cualchi medie des grandecis h-eszzis
scrutinadis tai doi timps. Tal cas che chestis a sedin esprimudis in
unitats di misure eterogjeniis, il sisteme di ponderazion al sara dat
ancjemo des grandecis al denominadodr; la medie pero e presentara
lis dificoltats di interpretazion che si son viodudis pai cas analics;
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f) wvariabilis origjinariis o derivadis che di 16r no si cognos nissune di-
mension par costrui sistemis di ponderazion adats. In chest cas, in-
vezit di une ponderazion uniforme, dispés si a pensat di assegnai un
sisteme resonat di coeficients di ponderazion, che in cualchi maniere
a an di fa di spieli al diviers grat di impuartance dai singui indigs
elementars.

Se no son elements che a permetin di sielzi in maniere zovevule |'ope-
rador di mediazion o dal sisteme di ponderazion, al pues jessi mior dopra
tecnichis di agregazion dai numars indics elementars, fondadis su metodis
multivariats. Tes impostazions plui dopradis, chestis si tradusin tal calcul
di une cumbinazion linear dai numars indics elementars, indula che i co-
eficients, e duncje i pés, a son rigjavats de matri¢ dai dats, cence fa s di
informazions esternis ai dats stes, cem{it che si fas tal cas dai sistemis di
ponderazion metiits in vore tes mediis analitichis, che a an bisugne di un
suplement di dats. E je la stesse struture di variabilitat e covariabilitat a vui-
da il ricercjadér te costruzion di sistemis di pés zovevui, tal sens che lis va-
riabilis di agrega a son consideradis no tant te 16r impuartance assolude tal
ambit dal agregat, ma ben in funzion de 16r variabilitat e des relazions che
a pein ognidune di 16r a di une altre tal ambit dal insiemi dai dats in esam.

4. I numars indi¢cs temporals dai presits
4.1. Lis fonts di variabilitat dai presits. I numars indigs, aben che si podedi
apliciju a cualsisei grandece scrutinade secont di une secuence temporal
o spazial, ancje di nature no economiche, a an cjatat il cjamp plui impuar-
tant di aplicazion e il sburt plui fuart al 16r studi e disvilup cun riferiment
ae evoluzion dai presits tal timp*. Come che si sa, par presit di un ciert
ben si intint, in tiermins relatifs, il rapuart di scambi jenfri doi bens, ven
a stai la cuantitat di un prin ben che bisugne cedi intune transazion di
marcjat par vé une unitat di un secont ben. Cuant che un stes ben al ven
doprat par misura il presit dai tantissims prodots ogjet di scambi comer-
cial intune economie fondade sul marcjat, il ben stes al ¢ clamat monede
e al devente la unitat particolar di misure che e caraterize lis grandecis
economichis esprimudis no in cuantitat fisiche ma ben in valor.

Dair di chest aspiet, la monede e a la finalitat dople di esprimi il valor
dai bens e dai servizis che a son ogjet di scambi sul marcjat e di permeti
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operazions di agregazion di bens e servizis che no saressin pussibilis se lis
grandecis a fossin esprimudis in cuantitats fisichis, par vie de eterogjenei-
tat des unitats di misure. La trasformazion in valor des cuantitats midiant
de intermediazion de monede e permet chés operazions di agregazion
che a dan lis fondis pai procediments di misure e di analisi propriis de
statistiche economiche.

I presits a son grandecis economichis caraterizadis di une variabilitat
fuarte par chel che al inten il profil categorial, temporal e spazial, si che
duncje cheste variabilitat e a di jessi misurade midiant di struments adats
che a son dats prin di dut dai numars indics, elementars o pir compondits.

La teorie economiche e a dadis cetantis spiegazions coerentis dai
proces di formazion dai presits, che si diferenziin tra i diviers bens (varia-
bilitat categorial) par un complés di fator peats ai coscj di produzion e di
distribuzion, ai rapuarts di complementaritat e sucedaneitat, ae intensitat
de domande e aes formis prevalentis di marcjat intun ciert contest econo-
mic. Chest insiemi di circostancis al spieghe la diviersitat dai nivei dai pre-
sits dai diviers bens, che a puedin di par 16r vé efiet in m{t diferent di man
in man che si movisi sul teritori economic dal sisteme considerat. Cun di
plui, a puedin muda par intensitat e composizion di un timp a un altri.

Lassant sta la variabilitat di tip categorial, si viot che lis variazions dai
presits tal timp a son cetant evidentis, pe azion di un ordin dopli di robis.

Prin di dut, bisugne tigni ad a ments lis carateristichis specifichis
de unitat di misure doprade par esprimi lis grandecis economichis in
tiermin di valor. Se il ben che si dopre tant che monede nol cambias
tes sOs carateristichis fisichis, tal so grat di utilitat e tal so total, si po-
darés consideralu ae stesse maniere di une des tantis unitats di misure
fisiche, une vore numerosis e dopradis par misura grandecis esprimudis
in volum, pés, estension, e vie indenant. Ancje tal cas che al fos dat di
un ben economic, la s6 utilitat stesse e la s6 disponibilitat sul marcjat a
podaressin subi variazions in cualchi cas sensibilis tal timp, modificant
in maniere ancje significative il sisteme dai presits. La monede fiduciarie
e jere cjapade par buine dai operaddrs, cence nissun fastidi, viodude la
s6 utilitat, omogjeneitat e inalterabilitat. La monede legal, invezit, e a
di jessi fate buine in maniere sfuarcade tant che miec liberatori e che e
tint a liberasi simpri plui di cualsisei riferiment a bens economics, come
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i metai prezids, aben che al vedi di poia su di une adesion spontanie dai
operaddrs. Cuant che la monede fiduciarie e je sostituide cun ché legal,
e devente ogjet di un proces di deteriorament de s6 capacitat di misura-
zion, che cualchi volte al somee lent, ma che, altris voltis, soredut cuant
che si piert la fiducie dal public, al pues deventa une lavine. 11 risultat al
¢ une cause sigure e gjeneral di variazion dai presits.

In secont l{ic, a jentrin in z{ic lis variazions tes cetantis causis che
a influissin su la formazion dai presits dai singui bens. Variazions te
domande e te ufierte dai bens, modificazions tes 16r carateristichis di
marcjanzie, variazions dai presits des materiis primis e dai fatdrs di pro-
duzion, jentrade tal marcjat di prodots complementars o suplementars,
trasformazions tai compuartaments dai consumadors, mudaments des
formis di marcjat propriis di cierts setors produtifs, e altris inmo: al & dut
un insiemi di fat6rs metiits dongje in diviersis manieris e che a causionin
modifichis dai presits relatifs.

Chestis trasformazions te capacitat di misurazion de monede e te stru-
ture dai presits relatifs a puedin lavora ancje a nivel di sotinsiemis dife-
rents dal spazi economic, ma in maniere mancul eficag, viodude la fuarte
interconession dai sistemis economics modernis a nivel spazial. Chescj
ultins, cun di fat, a tindin a meti in vore dai procés di omogjeneizazion
che si tradusin intune solidarietat di massime des dinamichis dai presits.

4.2. La misure de variabilitit tes diviersis metodichis

4.2.1. Premesse. La variabilitat dai presits, tes diviersis dimensions che si
pues considerale, e je misurade prin di dut midiant di numars indics ele-
mentars che a permetin di vé une misure clare des variazions dai presits
di un sél ben in diviersis circostancis di timp o di spazi. Chescj, gjavant la
unitat di misure e 'ordin di grandece, nus permetin di fA comparazions
adatis jenfri i compuartaments dai presits dai diviers bens.

Elaborazions seguitivis sui singui numars indics elementars a podaran
meti in lés profii diferents di variabilitat e in c4s ancje compuartaments di
periodi lunc o causis di nature strutural che indi spieghin o interpretin la
variabilitat. Par altri, la sintesi des pluralitats di informazions che si rindin
disponibilis su di un sisteme intir di presits e rapresente une dibisugne
une vore fuarte, che e a di cjata lis rispuestis dal cis midiant de costruzion
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di misuris di sintesi, dadis di numars indi¢s compontits, za considerats in
tiermins gjenerai par grandecis economichis di cualsisei nature.

Viodude la origjin particolar di chestis grandecis e lis tantis impli-
cazions peadis ae teorie economiche, il probleme si pues frontalu dafir
di diviers aspiets che, dut cas, si puedin in cualchi maniere ricondusi a
interpretazions di nature economiche. A son metodichis che in leterature
a cjapin diviers nons e che in cheste tratazion a saran indicadis tant che
metodiche di tip distributif, agregatif, funzional e assiomatic.

4.2.2. La metodiche distributive. Dalir di cheste metodiche, definide
cualchi volte «atomistiche», «stocastiche» o «statistiche» in sens strent’,
i presits singui o i numars indi¢s elementars singui a puedin jessi con-
siderats ae stesse maniere des misuris ripetudis di une stesse grandece,
rapresentade dal presit «tipic», che al palese il podé di acuist de monede
(midiant dal so reciproc). In altris peraulis, al sares il presit che a varessin
i bens singui tal cas che no intervignissin i tancj fators peats ai coscj di
produzion, ai rapuarts jenfri domande e ufierte, aes formis di marcjat, ai
rapuarts di complementaritat e di sucedaneitat, che a dan a ogni ben un
valor unitari diviers.

Il podé di acuist de monede, reciproc dal nivel gjeneral dai presits,
al ¢ une grandece che no si pues scrutina. Ae stesse maniere di cualsisei
altre grandece esistente in nature o in economie, al pues jessi individuat
dome midiant di une schirie di s6s manifestazions imperfetis e aprossi-
madis, dadis dai risultats di operazions di misure che a tindin a apros-
sima la grandece ma che no rivin mai a cjapale te s6 dimension precise.
Chestis determinazions diferentis a son dadis dai presits di ogni ben, che
si formin par efiet di une cause monetarie uniche e par dute une schirie
di pluralitats di causis specifichis, che a son leadis aes carateristichis de
marcjanzie e economichis dai stes bens.

La misure di sintesi di ognidune des grandecis e nas inalore dal esam
des sos carateristichis distributivis. La distribuzion dai presits assoliits o
dai 16r numars indics elementars ator di un 16r centri di gravitat e dara
dungje la rispueste a cheste dibisugne di sintesi.

La metodiche «distributive», clamade ancje «atomistiche» — tal sens
che no si fas riferiment ai volums des transazions, e duncje dal diviers pés
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economic dai diviers bens, ma si cjapin in considerazion dome i presits
puntuii — si tradds tal studi des distribuzions di insiemis di presits.

E je la strade frontade di tancj studids, sedi di aree economiche, che
di aree statistiche, par esempli Mitchell (1921)¢, March (1923), Olivier
(1927)7, Tenderini (1934)%, Ugge (1946), Saibante (1950)°, Faleschini
(1956)'° e Mastrodonato (1973)!!,

Se la distribuzion dai presits intune cierte circostance di timp e di spa-
zi e somee 12 datir di une distribuzion normal, la interpretazion di caratar
statistic pir, che e considere i presits tant che misure ripetude di une stes-
se grandece, e somee cjata une conferme specifiche, marcant, tra Ialtri,
ancje la misure di sintesi plui juste, che e je dade de medie aritmetiche:

vlic =2, (pth /th)/H (4.1)

indula che cun p,, si indiche il presit al timp # che al inten il ben 4 e cun
Py, 1 presit che i corispuint, scrutinat tal periodi di base 4 (cun b =1, 2,

.., H). Al va marcat che chest al ¢ il numar indi¢ za proponit di Gian
Rinaldo Carli tal 1760%.

La sielte de medie aritmetiche semplice pe sintesi e cjatarés in cheste
maniere une justificazion specifiche te forme de distribuzion de popola-
zion di presits, rigjavits intun ciert moment dentri di une cierte dimen-
sion spazial.

Tal cas che la distribuzion dai presits o dai l6r numars indigs si presenti
tant che une lognormal, e sarés justificade la sielte de medie gjeometriche:

oLy = {Hh (pth ! Dy, )}I/H (42)

che si pues esprimi come medie aritmetiche dai logaritmis dai tiermins
che, al ¢ clar, al ¢ il parametri di posizion di une distribuzion lognormal.
Chest numar indic al & stat al inizi proponit di Jevons (1909)%.

Cheste metodiche e cjate par altri cualchi ostacul fondamental in doi
ordins di considerazions.

Di une bande, la osservazion empiriche che e nas di analisis detaia-
dis di popolazions di presits e somee dinei la ipotesi di normalitat o di
lognormalitat. Lis distribuzions dai presits o dai 16r indi¢s elementars
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si mostrin di regule di tip asimetric, cun plui o mancul scostaments de
normal. A son stadis cjatadis distribuzions di nature diferente, cuntune
maiorance di distribuzions di tip leptocurtic, che a jentrin pal plui tal
prin, cuart e sest tip dal sisteme di Pearson.

Une impostazion plui realiste e podareés jessi ché ipotizade e studiade
di Faleschini (1951)", che al ricondds lis carateristichis di anormalitat e
massime ché di asimetrie al fat che, in efiets, lis popolazions dai presits,
cuant che no si riferissin a un unic gjenar o a une categorie uniche di gje-
nars avonde omogjenis, a son il risultat di un miscli¢ di presits causionats
di ancjetantis causis.

Di ché altre bande, a cheste impostazion i dan cuintri resons specifi-
chis che a integnin la nature des grandecis consideradis. Une des ipotesis
fondamentals dal model dai erdrs di misure e je dade de indipendence
stocastiche des determinazions singulis, ipotesi che no pues jessi veri-
ficade in nissune maniere tai confronts di ciertis grandecis, come par
esempli i presits. Chestis grandecis, di fat, a son peadis di plui relazions,
causionadis di cetancj mecanisims di gjenerazion de 16r variabil no dome
categorial, ma ancje temporal e spazial. La ricercje di misuris di sintesi
che a sedin lis stessis dai valérs medis di distribuzion di tip gaussian o di
altris peadis a chestis no cjate duncje justificazions plausibilis. Un unic
orientament prometent, ma no seguit di altris studids, al somee chel di
Faleschini (1951) su la distribuzion di presits tant che misclics di distri-
buzions elementars, che la 16r forme e pues jessi leade ancje a rapuarts di
covariazion dentri di categoriis relativementri omogjeniis e la 16r asime-
trie e je leade soredut ae asimetrie des variabilis componentis, de asime-
trie de distribuzion des mediis e de covariance jenfri mediis e variancis.

4.2.3. La metodiche agregative. Stant a cheste metodiche, metintsi ae ri-
cercje di ché grandece no osservabile che e je dade dal nivel gjeneral dai
presits o dal so reciproc, dat dal podé di acuist dal strument monetari,
si rinunzie ae ricercje di une medie tipiche. Il probleme al & duncje fron-
tat tacant di une grandece economiche agregade esprimude in tiermins
monetaris, da(ir di un sisteme di presits rilevabil tal timp di riferiment, e
metintle a confront cuntun agregat analic che il so nivel al ¢, in cualchi
maniere, funzion dai presits rilevats tal an base.
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In altris tiermins, bisugne costrui un numar indi¢ che al nas dal ra-
puart jenfri dés funzions diviersis dai presits rilevats st corispondence
dal timp di riferiment # e dal timp base 4:

ol =1 (ptl’ptZ""’pth"“’ptH )/fz (pbl’pb2""’pbh""’pr) (4.3)

Cuant che lis funzions si tradusin in sumis di valors, o ben prodots
di cuantitats par presits, si dopre il procediment che al ¢ ae fonde de
costruzion dai numars indics implicits dai presits, secont cualchi agregat
economic real, che lis sds cuantitats di bens e di servizis ogjet di scambi
a son imobilizadis. Lis valutazions in tiermins monetari, invezit, di une
bande a son chés reals rigjavadis des transazions, e di ché altre a saltin
fir di un sisteme di presits rilevat tal periodi di base.

In altris peraulis, il numar indi¢ componit dai presits al nas di un ra-
puart jenfri agregats che al a par fonde il principi de costance di un cos di
bens che a vegnin imobilizats par numar, cualitat e cuantitat, intant che
i presits a vegnin fats varia. La cundizion di invariance e pues interessa
sedi lis cuantitats, sedi i valors e la spese (dai consumadors par bens di
consum, dai produtdrs par bens di invistiment o par bens intermedis).

Al salte fr un insiemi di numars indigs che a puedin vé cheste forme:

slp =801 S, =2, Pl | Z4 Ponn (4.4)
indula che cun g, si indiche 'agregat economic gjeneric che si riferis al
timp # (deponent di drete) e valutat ai presits corints dal stes an # (depo-
nent di campe).

Al & un numar indi¢ «implicit» dai presits, riferit al agregat real (pro-
dot interni sporc, consums finai, consums di un agregit particolar di
fameis, par solit cun cjaf di famee lavorador dipendent, consums inter-
medis, importazions, esportazions, invistiments) ma esprimiit in tiermins
monetaris, clamat ancje, in funzion des finalitat che il plui des voltis a
puartin a costruilu, deflator di chel agregat particolar. Chest al cjape il
non di numar indi¢ dai presits di Paasche (1874)%, che lu proponé tant
che medie aritmetiche ponderade cun valors peits al periodi di riferi-
ment dal numar indi¢ di un insiemi di numars indics elementars.
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Se il rapuart al ven costruit jenfri doi agregats peats in tiermins di cuan-
titat al periodi cjapat come base, ma valutats su la fonde dai presits rilevats
tal periodi di riferiment, e rispetivementri tal periodi di base, o, in altris
tiermins, se si costruis un rapuart che al denominador si met 'agregat che
al ¢ stat rilevat tal periodi di base e al numerador si met un agregat pustic
li che a vegnin fiir i bens dal periodi base valutats a presits dal timp di
riferiment, si 2 un altri indi¢ cetant cognossiit, che al cjape cheste forme:

sl = So ! oSy =2, Puon | Z 4 Poron (4.5)

Al ¢ il ben cognossiit numar indi¢ dai presits di Laspeyres (1871)',
che si pues costrui ancje tant che medie aritmetiche ponderade di un
insiemi di numars indi¢s elementars cun sisteme di ponderazion dat dai
valor rilevats tal periodi di base'.

Intune altre impostazion, il numar indi¢c componiit al podares salta
fir dal rapuart di doi agregats, ducj i doi costruits par calcul, tacant cul
sisteme di cuantitats rilevadis intun periodi (b + ¢), cun | ¢ | < (b - #),
intermedi jenfri 4 e ¢. In chest cis, si varés chest numar indic:

bIth = tSb+c / bSb+c

(4.6)
= ththb+c,h /ththb+c,h

Al ¢ T'indi¢ di Lowe (1822)'%, che si pues intindi ancje tant che rapuart
che al salte fr di une operazion di ponderazion cul sisteme di valors cal-
colats intun periodi intermedi jenfri chel di base 4 e chel di riferiment 2.

Une cuarte soluzion e pues jessi ché che e nas di un rapuart jenfri
doi agregats dal dut artificiai, dats des sumis des cuantitats rilevadis tal
periodi di base e tal periodi di riferiment, ancje chestis valutadis tai doi
periodis:

plie =2,Dy (%h +4, >/2hpbh (%h +4, ) (4.7)

Chest al ¢ il numar indi¢ proponiit di Edgeworth (1925)%, ricjapat di
Marshall (1923)%° e di Bowley (1928)?', che si pues interpreta tant che
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une medie aritmetiche di numars indics elementars, cuntun sisteme di
ponderazion dat de sume des cuantitats rilevadis in corispondence dai
doi timps, o pir, che al ¢ il stes, des mediis aritmetichis des cuantitats ri-
levadis jenfri i doi estrems. Une altre interpretazion pussibile dal indi¢ di
Edgeworth (1925) e je ché di consideralu tant che une medie aritmetiche
ponderade dal indi¢ di Laspeyres (1871) e di chel di Paasche (1874) cun
pés dats di ,s, pal prin e di ,5, pal secont.

Fin cumo si a cjapat in considerazion dome procediments di costru-
zion di numars indi¢s compontits fondats sul rapuart jenfri doi agregats
dats di sumis, riferidis a doi timps diferents. In cheste metodiche si pues
fa jentra ancje altris impostazions che, aben che no si fondin su agregats
che si puedin interpreta secont une interpretazion precise di nature eco-
nomiche, a rindin necessari di fa riferiment a grandecis di cuantitat pe
costruzion di misuris adatis di sintesi des variazions dai presits.

In particolar, si riferissisi ai indics continuis di Divisia (1925)%, dai in-
digs logaritmics di Tornqvist (1936)?, Vartia (1976-1976)*, Sato (1976-
1976)%, e dai indigs otimai di Theil (1960)%.

I numars indigs di Divisia (1925)?” a nassin de dibisugne dople di une
bande di costrui dai struments di misure des variazions che no dopredin
lis informazions di presit e cuantitait dome in corispondence dal timp di
riferiment # e dal timp base 4, ma che e cjapedin dentri in cualchi m{t
lis informazions su dute la storie comprendude jenfri chescj moments e,
di ché altre bande, di rigjava dai numars indics a cjadene o a base mobil
che a verifichin cheste proprietat, che e somee jessi la plui significative
dal pont di viste economic, de decomponibilitat des variazions di valors,
in tiermins di variazions monetaris e di variazions reals®,

I indigs di Divisia (1925) a cjapin cheste formulazion gjeneral:

_ e[;Zw(s)p(s)_l dp(s) (48)

bItD

Indula che cun w(s) si intint il pés relatif de spese par un ciert gjenar sul
total de spese, stimade a presits corints, e duncje, cun riferiment al timp #

Wi (t)=ph (t)%, (t)/zhph (t)%, (t) (4.9)
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al & clar che I'indig al dipent dal compuartament de funzion w(2) tal cja-
mp di integrazion, podint cjapa diviersis formis a seconde dal andament
di cheste funzion di ponderazion.

Te 16r formulazion gjeneral, i indi¢s di Divisia dai presits e i indig
des cuantitats che ur corispuindin a son costruits cjapant tant che pont
di partence la definizion di un indi¢ dai presits che al sodisfi la pro-
prietat fondamental de decomponibilitat rispiet aes causis di variazion
dai valérs, o di reversibilitat dai fators, che si pues esprimi in cheste
maniere:

v (t)=P() O(¢) (4.10)

indula che cun V(2) si indiche I'indi¢ di valér, cun P(#) I'indi¢ dai presits
e cun Q(¢) l'indi¢ des cuantitats che i corispuint. Ducj a fasin riferiment
al timp base 4.

Bisugne cumo rigjava un numar indi¢ dai presits, e duncje un indig
corispuindint des cuantitats, che di une bande al sedi funzion continue
dal timp ¢, rispiet a une dade base b, e che di ché altre bande al fasi buine
la proprietat di decomponibilitat citade prime, che e je une vore impuar-
tante dal pont di viste economic.

Ricuardant che dafir de definizion di indi¢ elementar di valor:

V(t)==p(t)q(z)/=p(b)a(b)

si pues scrivi:
P()0(t) =2,p,(1)a, (1) 2., (b)a) (P)
passant ai logaritmis naturai si a:
In P(t)+1n O(t)=1n [2,p,(t)q,(1)] - 1n [Z,p,(0)q,(b)]
Derivant rispiet al timp ¢ si a:

P)" dP(1)+0(1) dO()=d [1n S, p, ()q, (1)]
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dal moment che 4 e rapresente il timp base e duncje e je une grandece
costante.
Disvilupant ancje la derivade dal membri di drete, si a:

P(¢)" dP(t)+0(t) " dQ(t) =
=3, dp,(t)q,(t)/Z, p(0)q, (1) +Z, p,(¢)da, (1) 2, p,(2)g,(t)

11 secont membri si pues ancje scrivilu, moltiplicant e dividint i nume-
radors un par p(2) e chel altri par ¢(2), in cheste maniere:

=2 ()4, (6) /2,0, (), (O} dpy (1) 2, () +
+3, {ph (t)g,(¢)/=,p,(t)q, (t)}dqh (1)g, (t)-u

Metint che:
Wh(t)=ph (t)Qh (t)/zh ph(t)qh(t)

si pues scrivi in maniere plui compate:

P(t)" dP(t)+0(r) " dO(r) =
=2,w, (t)dph (t)ph (t)_l +2Z,w, (t)dqh (l)qh (t)_l

In altris peraulis, la derivade logaritmiche dal prodot di doi numars
indics e je avual ae sume di dos mediis ponderadis des derivadis logarit-
michis, une dai presits e ché altre des cuantitats corintis, cuntun sisteme
di pés dats des frazions di spese par ogni gjenar sul total de spese corinte
valutade a presits corints.

A chest pont si cjape la avualance dal prin sumant dal membri di
campe cul prin sumant dal membri di diestre, e il stes si lu fas pal secont
sumant, che al rivuarde I'indic di cuantitat. Metin duncje:

P(t)_ldP(t)=Zh Wh(t) dph(t)ph(t)_l
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E tal ordin:

Q(t)_ldQ(t)=2h Wh(t) dgq, (t) q (t)_l

E je une division che no cjate justificazion in nissun passac analitic,
ma che e je doprade par vie de simetrie evidente des relazions e ancje de
interpretazion economiche che si pues assegnaur. Integrant ducj i doi i

membris des dos ecuazions tal interval [5, ], si a:

1n P ~1n P
1n Q(r)-1n Q(b
e dungje:
1n P =1n P
1n Q =1n Q

In pratiche, si vara:

fZ Wh ph
fZ wh

fz Wh ph
flzh Wh

b)+ e;;zw,,(s)pu dpl(s)
B)+ erbzwh(s)p() dqs)

dph (S)

dqh( )

dph (S)

d%( )

(4.11)

(4.12)

Indula che par altri al salte fiir che P(5) = 1 e ae stesse maniere Q(b)

=1, Vb

Tornant ai solits simbui pai numars indigs, si vara la espression scrite

cualchi rie indafr.

Si pues furnl une forme esplicite di chescj numars indi¢s dome
definint ipotesis adatis sul compuartament dal sisteme di pés w(2) tal
interval di integrazion [5, #]. Se si rive a formula la ipotesi di invarian-
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ce dai pés tal interval di integrazion e duncje, in tiermins economics,
la costance des frazions di spese di ognidun dai gjenars considerats,
cjapant, par ducj i gjenars, une elasticitat unitarie de domande rispiet
ai presits, al ¢ stat dimostrat di Roy (1949)? che i indigs a cjapin st la
forme di une medie gjeometriche ponderade; cun di fat, tignint cont
che Yw, =1, si a:

oL =T, (1, Pp)” (4.13)

Se no si pues fa riferiment a une ipotesi fuarte di cheste nature, che
e impliche une elasticitat de domande rispiet ai presits avual ae unitat
par dugj i gjenars, si podara cjapa par buine cheste ipotesi, in riferiment
a intervai di largjece mindr indula che si pues formula la ipotesi di inva-
riance des cuotis di spese.

In altris tiermins, si pues dividi I'interval di osservazion [, #] in tré
intervai [b, ¢,1, [¢, 2,1, [¢, ], indula che b < ¢, < ¢,< ¢.

Si pues duncje esprimi 'indi¢ dai presits in cheste maniere:

P(t)=e{j:IEWh () pls)" dp(s)+ [ 2, () ps) " do(s)+ [ 2w, (5) ps)” dp(s)}
(4.14)

Si a cussi par risultat un indic a cjadene, fat di plui mediis gjeometri-
chis ponderadis.

Se no si rive o se nol conven formula ipotesis sul compuartament dai
pés w,(s), si pues dut cas dopra il teoreme de medie dal calcul integral
par otigni:

In P(t)=%, w, [ln p,(t)-1np, (b)] (4.15)

indula che cun w, si indiche une medie ponderade dai pés w,(s) definits
in [b, ¢].
Se I'interval temporal ogjet de analisi nol & cuissa ce larc, cheste medie si
pues aprossimale cu la cuote di spese dal gjenar considerat in dut I'interval.
Stant che te realtat i presits, lis cuantitts e i timps a son grandecis
discretis, che dome in vie teoriche si pues aplicaur dai numars indigs che
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si movin tal continui, al va pero dit che I'indi¢ di Laspeyeres (1871) al
pues jessi considerat tant che une aprossimazion tal discret dal numar
indi¢ di Divisia (1925) dai presits, intant che une funzion analighe le fas
la formule di Paasche (1874) par I'indi¢ di cuantitat. Si pues interpreta i
altris indi¢s componiits propontts de leterature tant che aprossimazions
dai numars indigs di Divisia (Fisher 1922, Tornqgvist 1936).

Dutis lis aprossimazions a compuartin par definizion un margjin di
eror, che al & stat studiat a dové di diviers autors. In particolar, si a di-
mostrat che, in ogni cis, a esistin dos diviersis fonts di erdr. Prin di dut,
i erdrs a jentrin par vie de aprossimazion discrete dai tas istantanis di
variazion dai presits, des cuantitats e dai pés, che a son funzion continue
dal timp (Trivedi 1981). In secont lic, al & stat dimostrat che chest eror
al cjape compuartaments cumulatifs di man in man che si passe di un
interval a chel altri (Allen 1963, Allen 1975)%°.

La seconde classe di indigs e je ché dade dai cussi nomenats numars
indigs a variazion logaritmiche, che si tradusin in mediis gjeometrichis
ponderadis di numars indics elementars, cun sistemis di pés a diferenziin
ognidun dai numars indics propontts dai diviers autors su la fonde di
justificazions diferentis, sedi di nature formal, sedi di caratar economic.
Chescj indigs a son significatifs par dute une schirie di resons stant che,
di la di rapresenta formis specifichis di aprossimazion dai numars indics
di Divisia (1925) e di permeti di fronta il probleme de concatenazion,
dopra la medie gjeometriche al ¢ plui justificat dal pont di viste dal ca-
ratar formal. Chest fat si riflet ancje su lis mior proprietats formals di
chescj indigs, sigurant la pussibilitat di fi dai colegaments interessants
cu la metodiche funzional.

Te 16r impostazion plui gjeneral, i numars indics a variazion logarit-
miche si puedin esprimi in cheste maniere:

J _ Zwn(p/p,) — eZWh(l’l pi-1npy) (4.16)

b tLog —

che si puedin scrivi ancje cussi:

bltL()g = Hh (pth /pbh )Wh (417)
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indula che il sisteme di pés al pues cjapa configurazions diferentis,
che si puedin justifica in cetantis manieris diviersis, di m{it di sodisfa
proprietats formals oportunis o cundizions specifichis di nature econo-
miche.

Il plui cognossiit di chescj numars indi¢ al & chel propontt di Torn-
quist (1936):

ol =11, (ch ! Doy )Wh (4.18)
cun

w, = 1/ 2{[(pthqth)/zhpthqth] + [(pbhth)/zhpbhth]}

ven a stai che ognidun dai numars indi¢s elementars al ¢ ponderat cu la
medie aritmetiche des frazions di spese rilevadis al timp di riferiment ¢
e al timp base 4.

Une propueste antecedente e je ché di Walsh (1901)°! che al propon
une serie di pés dats de medie gjeometriche dal rapuart jenfri lis spesis
rilevadis al timp di riferiment ¢ e al an base 4 e il prodot des sumis des
spesis rilevadis in chescj periodis:

bItW = Hh (pth / pbh )Wh (419)

cun

Wy, = {[(pthqth)/zhp’hq’h] [(pbhth)/zhpbh%h ]}1/2

Il sisteme dai pés proponiit di Vartia (1976) e dopo di Sato (1976)
e Vartia (1976)* al ¢ dat dal rapuart jenfri une medie logaritmiche des
spesis rilevadis tal periodi di riferiment e in chel di base intun rapuart
analic jenfri la medie logaritmiche des frazions di spese e la sume di che-
stis mediis estindudis a ducj i gjenars considerats.

Si vara cussi prin di dut I'indi¢ di Vartia (1976):

oLy =11, (pth ! P )Wh (4.20)
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cun
Wy, = [(pthqth = Ppnpn ) / (ln Pl =11 Py, )/
/(1” 2, Pyl —1n thbhth)

L’Indic di Sato e Vartia (1976b) al cjape simpri la forme di une medie
gjeometriche ponderade:

vl =11, (pth ! Ppn )Wh (4.21)

ma cuntun sisteme di pés plui complés, par altri simpri fondat su mediis
logaritmichis, che, in chest cas, si riferissin a frazions di spese che si
marcaran cun s, jessint:

Sin = P /thtthh (4.22)

11 sisteme dai pés esprimiit in tiermins di frazions di spese al sara dat di:

W, = [(Sth _Sbh)/(ln Sy —1n sy, )]/
Iz, [(sth —shh)/(ln s, —1ns,, )]

La tierce classe di numars indi¢s di considera in cheste analisi e je
dade dai cussi clamats «indics linears otimai», che il plui cognossiit al &
chel di Theil (1960)**. Al & un insiemi di indics che a saltin fiir di proce-
diments di otimizazion di cualchi funzion obietif li che si considere dutis
lis osservazions di presit e di cuantitat, disponibilis pe serie di periodis
che si cjapin in considerazion. In cheste maniere si rigjavin dai indigs
bogns no dome par confronts binaris, ma ancje multiperiodals e che a
an il vantag di cjapa dentri dutis lis informazions disponibilis tal periodi
di timp considerat.

Theil (1960) tal proponi il so indi¢ al cjape la idee di un numar indic
di tip aritmetic, cun cheste forme:

vl =2,W, (pth xm ) (4.23)
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se i pés a son funzion dai presits al timp base, in cheste forme:
W, =0, Dy, | 2,0, Dy,
al ¢ pussibil scrivi il numar indi¢ secont chest rapuart:
ol =200, 1 2,0, Dy, (4.24)

indula che si pues indica il numeradér ancje cun P, e il denominadér cun
P,. Dugj i doi a son considerits tant che indigs assolits, o indicaddrs di
sintesi dai H presits, che a an di jessi trasformats in indigs relatifs, di mft
di verifica lis proprietats de identitat, ven a stai che il numar indig al timp
base al cjape valor unitari, e la proprietat de adimensionalitat, che e ridds
il numar indi¢ a numar pr.

I indigs assoliits P a son rigjavits cjapant par buine cheste relazion
jenfri i presits individuai e 'indicadér di sintesi:

Pa =a,bF, +u, (4.25)

indula che cun #,, si intint un tiermin di erdr o di disturp. I parametris
a, € a,si rigjaviju midiant di une operazion di minimizazion dai residuis
che e ricjape il principi dai minimis cuadrats, rindinti pussibil di costrui
i indigs assolits e chei relatifs dai presits.

La operazion di minimizazion e je fate tignint ad a ments ancje lis
cuantitats e i 16r indigs assoliits Q.

I indigs assoliits di presit P e i indigs assoliits di cuantitat Q si rigjaviju
midiant de stime dai parametris che e ven fir de minimizazion di cheste
sume di cuadrits di scarts:

zr,s (EQs _Ehprhpsh )2 = min (ah’ah’/jh’bh) (426)

metint in vore une cundizion di adatament che e cjate la s justificazion

intune specie di gjeneralizazion de proprietat de reversibilitat dai fators.
Bisugne nota che in tiermins di analisi multivariade chest al ¢ avual a

rigjava i indics assolts di presit P e di cuantitat Q come autovetors che
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a corispuindin ai autovaldrs plui alts des matrigs, il prin di VV' e chel
altri di V'V, indula che cun V si intint la matri¢ prodot de matri¢ P dai
presits di ordin (T + 1)xH e de matri¢ Q des cuantitits che i corispuint,
clarementri dal stes ordin. In altris tiermins, si a2 V = PQ', cun element
gjeneric dat dal valor v, =¥, p,, 9,

Lindigs cussi rigjavats a son identificats cu la sigle BL, ven a stai «Bes?
Linear», su propueste di Theil (1960).

Si a viodiit che il risultat di chestis stimis al & straviat, parce che lis di-
ferencis jenfri prodots dai indigs assoliits di presit e cuantitat e i elements
de matric che e salte fir dal prodot jenfri la matri¢ dai presits e la traspo-
nude de matri¢ des cuantitits a son sistematichementri positivis. Kloek
e de Wit (1961)** a an proponft di dopra un procediment di stime dai
minims cuadrats condizionats, indula che il vincul al & dat de nulitat de
sume des diferencis, che al ¢ compagn di cjapa par bon il fat che la pro-
prietat de reversibilitat dai fators e sedi verificade «in medie». In altris
tiermins, bisugne rigjava i indigs risolvint il probleme de minimizazion:

Zr,s (Pr Qs _thrhqsh )2 = mil’l (ahaahaﬂhabh) (427)

cun vincul:

ZV,S (PVQ? - thrhqsh ) = 0 (4.28)

I indigs cussi rigjavats a son clamats BLAU, ven a stai «Best Linear
Average Unbiased».

Altris indigs che si fondin su principis no tant diferents e a son chei
proponiits di Faliva (1973)* e di Quintano (1974)%.

Une altre metodiche simile a cheste categorie di numars indics e je
ché che e previot I'ts de analisi de corelazion canoniche.

4.2.4. La metodiche funziondl. L.a metodiche distributive e ché agregative a
nassin di une impostazion indula che i presits e lis cuantitats a son cjapats
di par se, cun riferiment a un cos di bens za stabilits tal 16r numar, cualitat
e cuantitat, li che perd no si considerin lis relazions che a passin jenfri
chestis grandecis e soredut jenfri lis 16r variazions tal timp e tal spazi.
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Secont une otiche forsit masse schematiche, si sosten che i numars in-
dics che a nassin des impostazions di tip «statistic» no tegnin in nissune
considerazion lis interrelazions che si disvilupin jenfri nivei dai presits
e cuantitats scambiadis par finalitats di consum o di produzion e che a
an cjatat sistemazions concetuals adatis te teorie dal compuartament dal
consumador o dai compuartaments dai produtdrs. A chestis primis dos
impostazions, duncje, i fs cuintri une plui adate che, aben che e sedi
fondade su la teorie dal consum (tal cas a sedin bens di consum) o de
produzion (tal cis che a sedin bens intermedis), e ven marcade tant che
«economiche».

In efiets, ancje la metodiche «economiche», cemiit che si viodara, e
a di ricori a formulazions esprimudis de cussi clamade «teorie statisti-
che» e a ogni miit si pues dimostra cemit che la plui part dai numars
indics considerats fin cumo tal ambit de metodiche distributive e di ché
agregative a puedin vé une juste justificazion teoriche, dal moment che
a puedin rapresenta cas particolars che a nassin di ipotesis specifichis su
la funzion di wtilitat.

Al & duncje mior fevela di une metodiche «funzional»’’ invezit di une
impostazion «economiche» che no je specifiche dai indi¢s che cumo si
cjaparan in considerazion.

L’implant concetual che al fas di fonde a cheste impostazion al ricla-
me une schirie di definizions e di proposizions che in sostance a nassin
de teorie dal compuartament razional dal consumadér’,

1 consumador al ¢ vuidat tal so compuartament di doi ordins di fa-
tors. Prin di dut, des sos dibisugnis, esprimudis in tiermins di preferen-
cis, guscj e desideris, ven a stai in tiermins di sodisfazion che un ben al
pues da dopo di jessi stat doprat, e, par secont, des risorsis economichis
che al a a disposizion par compra il ben e che a son misuradis cul rapuart
jenfri il presit dal ben e il redit disponibil. In pratiche, il compuartament
dal consumador al & vuidat de ricercje di un compromes jenfri lis sos
esigjencis di sodisfazion di dibisugnis e la s6 capacitat di acuist.

11 prin ordin di fators si tradis te teorie de utilitat, dade de sodisfa-
zion che ogni consumadoér al pues vé dal consum di ogni ben. Al ¢ dificil
dividi il nivel di sodisfazion rigjavat di un singul ben di chel che al ven
dal consum di altris bens, par vie des tantis relazions che a lein i consums

188



Teorie dai numars indigs

dai diviers bens. Come seconde robe, bisugne considera che in linie di
massime si pues disi che il nivel di utilitat dal consumador al ¢ funzion
des cuantitats consumadis. Chest al significhe che la utilitat si pues
esprimi in tiermins di une funzion des diviersis cuantitats, consideradis
al timp &:

U, =U(Qys@proeesQonseprr ) (4.29)

Lis variabilis di cuantitat che a dan 'argoment de funzion no son
indipendentis: a son dadis di un comples di relazions che a nassin, in pra-
tiche, dai rapuarts di complementaritat e di sucedaneitat che a pein tra
di 16r lis diviersis categoriis di bens. La funzion di utilitat e je une nozion
teoriche che dificilmentri si pues tradusile in tiermins empirics, doprant
la «teorie des preferencis riveladis» e lis indagjins consecuentis, che a
puedin vé par ogjet i compuartaments reai dai consumadors par chel che
al inten il grat di sodisfazion rigjavabil dai diviers bens. La funzion e je
costruide su la fonde di dés ipotesis fondamentals di partence: la prime,
che il consumador al preferissi plui cuantitats di bens rispiet a mancul
cuantitats. Chest al viil di che I'individui al rive a un nivel di utilitat plui
alt cuant che almancul un dai bens che al da dongje il cos considerat al
¢ disponibil in cuantitat superior rispiet a une situazion diferente, intant
che chei altris bens a son presints in cuantitat no mindr. Par secont, si
ipotize che dosis cressintis di un stes ben a causionin incressitis di sodi-
sfazion decressintis.

Chestis ipotesis fondamentals nus permetin di rigjava cualchi indica-
zion su la forme de funzion di utilitat: se riferide a un ben unic, cheste
e pues jessi rapresentade in maniere grafiche midiant di une curve che
e je cressinte al cressi des cuantitats, ven a stai che la derivade prime de
funzion e je positive (prime ipotesi), intant che la utilitat margjinal, dade
de derivade de funzion di utilitat, e je decressinte (seconde ipotesi), o
ben la derivade seconde de funzion e je negative. Se la funzion e a par
argoment doi bens, e sara rapresentade midiant di une estension che e
vara di compuartasi te stesse maniere. Al ¢ clar che chestis proprietats
a puedin jessi slargjadis al spazi (H + 1) dimensional cuant che i bens
considerats a son in numar di H.
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Il Iic dai ponts corispondents a une utilitat costante, ven a stai la in-
tersezion de estension di utilitat cuntun plan a coeficients nui, se proietat
sul plan di definizion des cuantitats, al rapresente une curve di indiferen-
ce che e marche lis diviersis cumbinazions di cuantitit che a mantegnin
la utilitat dal consumadér costante.

La ipotesi di compuartament razional dal consumadér, culi introdu-
sude, e impliche che il singul individui al ledi a ciri ché cumbinazion di
cuantitat che e permet di rindi massime la utilitat o la sodisfazion che si
pues rigjava dai bens acuisits.

A chest pont, a jentrin in z{ic i ostacui che si metin tal mie¢ cuintri
I’apaiament plen dal obietif di massimizazion, ven a stai i presits dai bens
e il redit disponibil di bande dal consumadér: i prins a dan i belangs sin-
gui dal consumadér, peats a ancjetantis cumbinazions des cuantitats dai
bens, intant che il secont al da il cussi clamat vincul di belang.

Par ogni vet6r di cuantitat g, = (g,,, g, .., 4y, _4,y), midiant de apli-
cazion dal vetor dai presits p, = (9, Py - Py Pow)s S1 rigjave la spese
necessarie par vé un ciert nivel di sodisfazion o utilitat:

b Xy =2, Ppppn (4.30)

Al & un belang particolar dal consumador che, cjatant un limit supe-
rior tal redit disponibil ,y, misurat in tiermins monetaris corints, al da
dongje il cussi clamat vincul dal belang.

Stant ae ipotesi di compuartament razional dal consumador, bisu-
gnara sielzi ché cumbinazion di cuantitat di bens che e permet di mas-
simiza la funzion di utilitat. In altris tiermins, dat un sisteme di presits e
un redit monetari limitat, si vara di cjata il vetdr di cuantitat che al salte
fir de soluzion di un probleme di massim condizionat:

U(qb ) = U<qbl’qb29"'9(’Ibh""7qu ) =max, (4.31)

cul vincul:

2, Poilon = vV (4.32)
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11 vetor des cuantitits cjatat in cheste maniere (e che di un pont di vi-
ste analitic al ¢ rigjavat doprant il metodi dai moltiplicaddrs di Lagrange,
che al ¢ sogjet a une interpretazion economiche specifiche, in tiermins
di utilitat margjinal dal redit) al sara il pont di ecuilibri dal consumadér.
Pal teoreme dal ecuilibri dal consumadér, si note che, cjapant i presits e
il redit a disposizion tant che un dat, si costruis il cos di mt che il sa¢
margjinal di sostituzion jenfri ducj i bens considerats a doi a doi al sedi
avual al rapuart jenfri i presits dai bens stes.

A chest pont, bisugne osserva che cuant che si passe al timp ¢, al &
clar che a saran stadis des modifichis te struture dai presits, robe che e
puartara il consumadér, simpri te ipotesi di un compuartament razional,
a torna a defini il so plan di spese, cambiant cuantitats di bens plui cjars
cun bens che a costin di mancul o che a an vude une variazion in au-
ment dai presits plui contignude. Il consumadoér al rivara a un pont gntf
di ecuilibri cjatant un vetor gniif di cuantitat, che al sara di gndf fat di
maniere di massimiza la utilitat, vioddt il vincul di belang dat dal redit,
che intratant al sara ancje chel mudat. Se si a ché di rigjava une misure
de variazion dai presits, invezit di mantigni lis stessis cuantitats rilevadis
tal timp di base o in chel di riferiment, la soluzion indicade secont la
metodiche funzional, definide di Koniis (1924)*, e je ché di cjapa une
spese che no modifichi la utilitat dal consumadér, che si pues rigjavale
tal periodi di base 4 o in chel di riferiment 7. Bisugne in altris tiermins
mantigni compagne la utilitat U, riferide al timp base 4 o la wtilitat U,
dal timp di riferiment # e adota chel vetdr di cuantitat che, datir dai pre-
sits indicats dal marcjat, al sedi in grat di minimiza la spese che e rive a
sigura chel nivel di utilitat*. Si vara duncje di cjata il minim rispiet aes
cuantitats de funzion:

2, Ppndy, = Min, (4.33)

cul vincul de costance de utilitat :

U(Qb)=U(le>Qb23--->Qbh’---aQbH)=U*b (4.34)
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Doprant i moltiplicadors di Lagrange si verifiche che il vetér des
cuantitats che si riferissin ae utilitat dal an base al a di sodisfa chestis
cundizions:

U*bh U*h U*h U*h
U(qbqu27""thr"7qb[-[)=U(q( )17q( )27 7( )hr":( )

dU/p, dq(U*b)l =dU/ p, dq(u*b)z =..=dU/p, dq(u*b)H

H

(4.35)

La spese minime necessarie a sigura un nivel di sodisfazion avual a U,

e je dade di:
»Xp =2 Ppnon (4.36)

intant che la spese minime a presits dal timp # che vara di jessi sostignude
par mantigni compagne la utilitat ancje al timp 7 e sara dade di:

bx(U*b) =2, pthq(U*b)h (4.37)

Lindi¢ di Konts (1924), inalore, al saltara far dal rapuart jenfri
la spese minime, valutade a presits dal timp # e necessarie a mantigni
compagne la utilitat rigjavade al timp base 5, e la spese rigjavade al stes
timp b. Stant che il sisteme di ponderazion dai presits al risulte di une
imobilizazion de utilitat al an base, il rapuart costruit in cheste maniere
al ¢ indicat come indi¢ di Kontus-Laspeyres (Benedetti 1962)*:

- (U*p)
oLk =24 Pud w ! Zu P (4.38)

Cambiant il riferiment temporal de utilitat che e reste costante, ma

peade al timp di riferiment ¢, si vara:

olip =2, P ' Z, pbhq(U*t)h (4.39)
Al ¢ I'indi¢ di Koniis-Paasche (Benedetti 1962), caraterizat di un si-

steme di ponderazion variabil, jessint leat al timp di riferiment ¢ Di chi
e salte far la relazion cul analic indi¢ agregatif di Paasche (1874).
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I indigs cussi propontits si fondin su di un telar economic salt, dat de
teorie de utilitdt margjinal e dal compuartament razional dal consuma-
dor, cjapant par bon il fat che chest si compuarti in maniere di sielzi il
plan otimal di spese. Dut cas, ae aplicazion pratiche di chescj indics i da
cuintri dute une schirie di problemis di no facile soluzion, sedi dal pont
di viste teoric che di chel operatif. A son problemis leats ae agregabilitat
des funzions di utilitat, ae specificabilitat des 16r formis analitichis e, par
ultin, ae misurabilitat de utilitat.

Il probleme de agregabilitat al nas dal fat che i fondaments concetuai
dai indi¢s funzionai si fondin su la teorie de utilitat, che e inten il com-
puartament dal singul consumadér. L'indi¢ dai presits che si rigjave al &
adat a misura lis variazions dal podé di acuist di ogni consumador che
si a rivat a determinai la funzion di utilitat. Chel che invezit al interesse
al ¢ di costrui un strument di misure bon par plui consumadérs, consi-
derats pe apartignince a dut il sisteme economic, in dute la 16r totalitat o
almancul par categoriis specifichis di consumadors.

Al nas alore il probleme di determina un sisteme di pés in tiermins di
cuantitat a utilitat costante no dome par un sol consumador, ma par un
coletif, nol interesse trop grant, che al a bisugne di une trasposizion de
dimension microeconomiche a ché macroeconomiche.

Il probleme si risolvilu cjapant diviersis stradis che no son dut cas
cence difiets. De assunzion dal consumador rapresentatif, che la so
funzion di utilitat e a di jessi avual o piir rapresentative di une pluralitat
di funzions di utilitat, a procediments di agregazion des utilitats indi-
viduals, al Gs di procediments di agregazion sugjerits de economie dal
bensta tal moment che si passe di situazions ugnulis di bensta individual
a nozions agregadis di bensta coletif: lis soluzions a son cetantis e dutis
dut cas discutibilis.

Il probleme di specifica une forme de funzion di utilitat che e premeti
di rigjava il sisteme di cuantitat a utilitat costante al & peat a strent cun
chel de osservabilitat dai nivei di sodisfazion.

Cualchi cundizion fondamental imponude de teorie economiche in
teme di compuartament dal consumador e met in lis un ciert numar
di carateristichis essenzials de funzion di utilitat, che a laran a influi
su la forme de curve di indiference che e descrif la relazion jenfri la

193



M. Strassolt

cuantitat consumade di un ben e lis cuantitats di chei altris bens a un
ciert nivel di utilitat costante: cualsisei al sedi il sisteme dai guscj dal
consumador, si cjape par bon che la utilitat e cressedi al cressi de cuan-
titat dal ben e che la utilitat margjinal e sedi decressinte: in tiermins
analitics, chest al val a di che la funzion e a di presenta, in ognidun dai
siei ponts, derivade prime positive e derivade seconde negative. Su la
fonde di chestis cundizions e ancje di altris si pues considera formis
alternativis de funzions di utilitat. Ognidune di chestis e justifiche une
forme divierse dal indi¢ componfit dai presits costruit datir de metodi-
che economiche. Lis formis plui frecuentis a son chestis, in riferiment
al timp di base &:

a) funzion lineir omogjenie:

U(qb)=U(lea‘]bza---»‘]bhw-a‘]bH)=2h Wy Dpn (4.40)

indula che cun w, si indiche un sisteme di pés, di maniere che w,>0
e Y, w, = 1. E je une funzion proponude di Samuelson e Swamy
(1974)* e si pues dimostra che, cuntune sielte juste dai pés, une fun-
zion di utilitat di cheste forme e da une spiegazion economiche sedi
al indi¢ di Laspeyres (1871), sedi a chel di Paasche (1874);

b) funzion moltiplicative:
w, =B, q,," (4.41)
e je une funzion di utilitat dal tip Cobb-Douglas che e justifiche la

costruzion di numars indi¢s componiits di tip gjeometric;
c) funzion trassendental logaritmiche:

1n U(Qb) =1n U(qbnqbZ""’Qbh""DQbH)=

(4.42)
=a+2,wlngq,, +1/2(2h2k wy, In q,, 1n %k)

indula che bisugne rispieta chest sisteme di vincui: ¥, w, = 1, ¥,
w,,=0ew, =w, par cualsisei » = 1, 2, ..., H. E je une funzion di
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utilitat proponude di Christensen, Jorgenson e Lau (1971)* che e
rive a justifica I'indi¢ propontt di Torngvist (1936):
d) funzion logaritmiche:

U(qb)= U(qbl’qbZ’”"th’“"qu)=2h W 1”(‘]bh _ah) (4.43)

a valin lis solitis cundizions par ), intant che g,> 0 e (g,, —a,) > 0. E
je la funzion di utilitat proponude di Geary-Stone (1944)%,

Chestis e altris formulazions a son stadis proponudis soredut par da
une justificazion teoriche ai numars indigs presentats al principi su la fon-
de de metodiche distributive e di ché agregative. Magari cussi no, in cetan-
¢j cas al ¢ dificil verifica in maniere empiriche chestis ipotesis funzionals.

Chel de misurabilitat de utilitat al somee il probleme plui grues che
al inderede I'tis de impostazion funzional®. Par fronta chest probleme
delicat si ¢ lats indenant par cinc diviersis stradis.

La prime e je ché di fa di mancul di misura la utilitat in tiermins
intervalars (utilitat metriche) o razionals (utilitat cardinal) e duncje di
variabil, fasint riferiment invezit a di un esam des diviersis carateristi-
chis de utilitat associadis a sogjets diferents, sot forme di ordenament
semplic. In altris peraulis, si ricognos la impussibilitat di da une misure
dai diviers nivei di sodisfazion par sogjet singul in situazions diviersis o
plr par plui sogjets, cis une vore impuartant par costrui i numars in-
digs che si riferissin a agregats di consumaddrs, e si limitisi a ordena lis
utilitats considerantlis in tiermins di mutabilis in scjale ordenal (unitat
ordenal).

La seconde strade e je propit ché di cirf di misura i nivei di sodisfazion
rigjavats di ogni consumador in ciertis cundizions, midiant di indagjins
campionariis. Bisugne risolvi i problemis di determinazion aprossimade
de utilitat doprant la teorie des preferencis rilevadis e lis indagjins cam-
pionariis che i derivin e che a smirin a furni dats di tip cualitatif che a
permetin di ricostrui i nivei di sodisfazion.

E je une tierce strade che e je ché di costrui la utilitat par vie indirete,
passant pe costruzion econometriche des funzions di domande. Cun
di fat, si sa ben che, stant ae teorie de domande, la cuantitat di un ben
acuisit dal consumadoér e dipent di tré fatdrs fondamentai: i guscj e lis
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dibisugnis dal consumador, che si tradusin te utilitat, il sisteme dai pre-
sits dai bens in vore sul marcjat e, par ultin, il nivel dal redit disponibil.
La funzion di domande par un consumador che al a un ciert sisteme di
preferencis, duncje, e je dade de funzion di utilitat e si esprimile cussi:

Gy = F (D Pigreos Do P 00 ) = f (3 i) (4.44)

La utilitat, par altri, e je di par se funzion dal vetor des cuantitats.
Passant ae massimizazion de funzion di utilitdit par un ciert nivel di
redit (vincul di belang), si pues esplicita la forme funzional de curve di
domande e 14 indenant te stime dai parametris, su la fonde di une serie
storiche dai presits e des cuantitats (e in cas plui complicits ancje dai re-
dits). Costruide la funzion di domande te s6 specificazion funzional e tai
valors di stime dai parametris, cun cualchi procediment statistic une vore
cognossit (minims cuadrits o massime verisomeance), si pues rigjava par
vie indirete la funzion di utilitat. Su la fonde de cognossince di cheste, si
pues indica la funzion di agregazion dai presits che e dedi il numar indig
plui just pe situazion particolar.

Cheste strade, par esempli, e je stade doprade par stima la utilitat che
e cjape une forme logaritmiche dal tip za considerat. Par marca lis gran-
decis che si presentin come parametris, cheste forme si scrivara cussi:

U(qt)= U(%n%za---,qma---,q,H)=2h bh ll’l(q[h —ah) (4.45)

E va dair aes cundizions za fissadis, duncje ,> 0, ¥,,= 1, a, <0,
(g,— ) <O.

Cuant che si passe ae massimizazion de funzion di utilitat sot cundi-
zion dal vincul di belan¢ dat di un redit a disposizion pal consum, man-
tign{it costant e metQt di valor 9, si rigjave cheste funzion di domande:

dn =, =B,/ Py, (5 _ththqth) (4.46)

Fasint une stime dai doi parametris su la fonde di une serie storiche
che e rivuarde presits e spese e cambiant te funzion di utilitat la funzion
di domande cussi stimade, si vara:
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U(qt)= U(%la%z’---a%h’---ath)= B (d _A) (4.47)

indula che al risulte 12 B =Y, 3,17 (p,/b,).

Un percors analic si pues falu pe costruzion di altris funzions di uti-
litat che, dut cas, a an bisugne fin dal principi di une sielte de specifica-
zion matematiche di indula rigjava la funzion di domande corispondente
che e nas di une operazion di massimizazion a spese costante. Dut cis, la
pussibilitat di 12 indenant par vie indirete intune costruzion de funzion
di utilitat te suaze di une forme funzional specifiche e vierg la strade par
fa des verifichis su la conformitat de forme sielzude aes evidencis empi-
richis, dadis di dats storics o sezionai.

E je ancjemo une cuarte strade, che e pues jessi ché de variabil
«proxy». Stant che la utilitat e je in pratiche une variabile no osservabile,
si sostituissile cuntune variabile misurabile che in cualchi maniere e je
leade ae utilitat. E pues jessi la cuantitat stesse, si che duncje, intune
ipotesi di semplificazion estreme, si a #,, = ¢, tornant in cheste maniere
ae ipotesi dal cos costant, di li che e nas sedi la soluzion di Laspeyres
(1871), sedi ché di Paasche (1874). A puedin ancje jessi variabilis sielzu-
dis volte par volte in maniere di da une version agregade des cuantitats,
che e riclamedi in cualchi maniere la idee di sodisfazion che il sogjet al
a dal consum di une cierte panarie di bens: tal cas di mangjative, cualchi
volte si a considerat il contigniit caloric dai diviers bens, fasint coincidi
la variabil «caloriis» cul nivel di sodisfazion. La utilitat, duncje, e je sta-
de pareade a di une funzion linear omogjenie di cheste fate:

U(qt)= U(qtl’qﬂ’"'aq[h’“"th)=Zh ¢, 49y (4.48)

indula che cun ¢, si indiche il numar di caloriis unitariis par unitat di
misure des cuantitats che e esprim i diviers gjenars alimentars. In cualchi
cas, par altris bens, definits su la fonde di cualchi carateristiche comun,
come funzions o come classis di dibisugnis che i stes bens a sodisfin, si
pues pensa a altris variabilis approssimantis e a altris coeficients che a
permetedin la agregazion di un vetdr intun scalar che al esprimedi in
maniere plui o mancul direte la sodisfazion che il consum al prodiis pal
singul sogjet.
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Par siera, e je une ultime strade di podé cjapa e che si pee, dut cas, ai
risultats di une indagjin empiriche che al a par ogjet variabilis di com-
puartament dal consumador. Stant che la utilitat e je une variabil no os-
servabile, si pues sugjeri di prova a aplica cualchi tecniche multivariade,
pensade di pueste par fa salta fir di une batarie di variabilis osservabilis
e esprimibilis une cualchi dimension parzial e limitade di une grandece
no osservabile, la stesse variabile che no pues jessi ogjet diret di misura-
zion. Si vier¢ duncje la strade ae aplicazion de analisi dai fators, o ae ana-
lisi des componentis principals o ancje, in cualchi situazion particolar, ae
analisi de corelazion canoniche.

4.2.5. La metodiche assiomatiche. La ricercje des proprietats formals e so-
redut des cundizions che a varessin di jessi sodisfatis dai cetancj numars
indics propontits pe sintesi dai numars indics elementars e pe misure
des variazions dal podé di acuist de monede, che si fevelara tal prossim
cjapitul, e a puartat ae definizion di un par di sistemis di cundizions che
a an causionat la propueste di une gnove impostazion pe costruzion di
numars indigs dai presits, la cussi clamade impostazion assiomatiche.

Te stesse maniere dal cas dai numars indigs in gjeneral, che si a fevelat
prime, al & di fat pussibil defini un insiemi di proprietats formals, consi-
deradis zovevulis o preferibilis par costrui un sisteme di numars indigs in
grat di ufrl misuris adatis des variazions dai presits in ciertis situazions,
di mit di dedusi i indi¢s desiderats, che a sedin caraterizats des justis
proprietats.

11 disvilup dai studis sui sistemis di cundizions formals al introdds
cetancj sugjeriments pe costruzion di une teorie assiomatiche. Za Pfouts
tal 1966* al proponeve An axiomatic approach to index numbers; i lavin
datir i contribits di Eichhorn e Voeller dal 1976*, e chei metfits adun di
Eichhorn tal 1978%. Di resint, chescj contribiits a son stits sistemats in
maniere organiche di Martini (1992)%.

Invezit di costrul i numars indigs su la fonde di considerazions eco-
nomichis o statistichis, in cheste impostazion si 2 mior defini un sisteme
di cundizions assiomatichis par dedusi des stessis un sisteme di numars
indics che a podedin jessi doprats cuant che si prospetin specifichis cun-
dizions empirichis.
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1l sisteme di assiomis definit di Pfouts (1966) al & chest:

A.1. Internalitat
min (pth /pbh) <,1, <max (pth /pbh) Vh (449

Al & clar che il significat di cheste cundizion, che e impon che il nu-
mar indi¢c compontit al sedi cjapat dentri intun cjamp di variazion che al
vedi tant che estrem inferior I'indi¢ elementir che al segne la variazion
minime e par estrem superior chel che al misure la variazion massime
rispiet al stes timp base 4. Cheste cundizion e individue une classe une
vore slargjade di funzions, che e je dade des mediis.

A.2. Omogjeneitat
L, (A‘pvpb)=/l bIt(pt’pb) (4.50)

Se ducj i numars indigs elementars si ju moltipliche par un coeficient
positif, ancje il numar indi¢c compontit al mude dadr dal stes coeficient:

Cheste condizion e permet di limita la classe des funzions di agrega-
zion che si puedin aplica e che si limitin duncje aes mediis omogjeniis,
che, cemt che si sa, a son dadis des mediis di potence, cun esponent
gjeneric 7. Dant valors particolars a 7, si cjatin la medie aritmetiche (cun
r = 1), ché gjeometriche (cun » — 0), ché armoniche (cun » = -1), ché
cuadratiche (cun r = 2) e vie indenant.

A3. Aditivitat

Se si zonte une cuantitat costante A a ognidun dai presits, il numar indig¢
dai presits cussi aumentats al & avual al numar indi¢ dai presits di par-
tence aumentat dal numar indic otigniit considerant la costante tant che
un insiemi di presits:

oL (A+p.p)=,1(p,.p,)+ 1, (A p,) 4.51)
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La desiderabilitat di cheste proprietat e je clare, stant che e esprim
une cundizion sigure di aditivitat. Tignint ad a ments i compuartaments
des mediis di potencis rispiet a trasformazions di origjin, si pues capi
subite che la classe des funzions di agregazion dade di chestis mediis si
stren¢ a ché des mediis aritmetichis (r = 1).

A.4. No singolaritat

La matri¢ di dimension (T + 1)x(T +1) che e a riis dadis dai numars
indigs cun base compagne e colonis dadis dai numars indi¢s cun stes
periodi di riferiment e je une matri¢ no identichementri singolar: cheste
cundizion e zove a garanti che no sedin relazions linears jenfri numars
indics cul stes periodi di base che a rindaressin artificials lis restrizions
che si vessin di introdusi.

Su la fonde di chestis cuatri cundizions si pues sielzi une classe
avonde limitade di numars indigs, tant che chei di Laspeyres (1871), di
Paasche (1874), di Edgeworth (1925) e di Theil (1960).

Un secont sisteme di assiomis al & proponiit di Eichhorn e Voeller
(1976) pai numars indigs di presits che a tegnin cont ancje des cuantitats.
I assiomis si puedin duncje defini in cheste maniere:

B.1. Monotonicitat

Il numar indig al & une funzion cressinte strentementri rispiet al vetor dai
presits al timp di riferiment e decressinte strentementri rispiet al vetor
dai presits al timp di base:

bIt(épt)>b[t(pt) 6>1

(4.52)
bIt(pb)<bIt(6pb) 6>1

B.2. Omogjeneitat
Se dugj i presits al timp di riferiment a son moltiplicats par un coeficient
positif A, ancje il numar indi¢ al mude te stesse proporzion:

1 (Ap,)=4 ,1,(p,) A>0 (4.53)
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Al & un assiome che al ven clamit ancje di proporzionalitat, stant che
se ducj i presits a mudin te stesse proporzion ancje la funzion dai presits
e des cuantitats e mude in ché proporzion.

B.3. Identitat
Se dugj i presits a restin costants, il numar indic al ¢ avual ae unitat:

» Ly (pbapb)=l (4.54)

B.4. Dimensionalitat
Une trasformazion de unitat di misure dai presits no mude il numar
indig:

b[t(iptﬂﬂ’pb)=blt(pt’pb) A>0 (4.55)

In altris peraulis, il numar indi¢ nol ¢ sensibil ae trasformazion di
scjale de variabil presit.

B.5. Comensurabilitat
Une trasformazion de unitat di misure des cuantitats e dai presits no a
influence sul numar indig:

b[,(ﬂ'lp,,ﬂ‘lpb;Mt,Mb)=blt(pt,pb;qt,qb) A>0 (4.56)

In altris peraulis, il numar indi¢ nol & sensibil ae trasformazion di
scjale des unitats di misure des cuantitats.

A son i cinc assiomis fondamentai che un teoreme cjatat di Eichhorn e
Voeller (1976) al a dimostrat jessi indipendents, tal sens che ognidun dai
cuatri assiomis al pues jessi apaiat di funzions dai presits e des cuantitats
che no rivin a sodisfa I'assiome che al vanze™.

Pe definizion dade une cualsisei funzion dai presits e des cuantitats
rilevadis tal periodi di base e in chel di riferiment e rapresente un nu-
mar indi¢ compont dai presits se e sodisfe tal stes moment chestis cinc
proprietats. Definits duncje i cinc assiomis, si pues dedusi funzions che a
rispuindin a recuisits o a situazions particolars. In cheste maniere si pues
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rigjava un sisteme avonde articolat di numars indigs che si puedin aplica
pe soluzion di problemis specifics: si a a ce fa, in particolar, cui indigs di
Laspeyres (1871), di Paasche (1874), di Edgeworth (1925) e, cun di plui,
cul indi¢ «ideal» di Fischer (1922), che al ¢ dat de medie gjeometriche
di un indi¢ di Laspeyres e di un indi¢ di Paasche.

11 sisteme di assiomis presentat di Martini (1992) al presente cualchi
diference, stant che al cjape une definizion gjeneral di numar indi¢ dai
presits, intind{it tant che une funzion:

oLy = (D0 2y @) (4.57)
e il so cofator tant che une funzion:
oLgy = &(40-9p5 D1 Dy P) (4.58)

indula che cun g, g, si intindin i vetors des cuantitats ai doi timps di
base e di riferiment, cun p,, p, i vetdrs dai presits che ur corispuindin e
cun @ un sisteme di pés che a mudin i cuatri vetdrs intun scalar. Al &
clar che il cofator di un numar indi¢ dai presits al ¢ il numar indi¢ des
cuantitats corispondent. A cheste funzion i si domande prin di dut di
sodisfa i assiomis di identitat, di comensurabilitat e di omogjeneitat. I
si domande dopo, tant che cundizion di coerence interne, di sodisfa la
cundizion di associativitat, che e impliche sedi la monotonicitat che la
internalitat.

4.3. Lis proprietits formdls dai numars indics dai presits

4.3.1. Premesse. La molteplicitat des propuestis fatis di plui di un secul di
cui che al smire a costrui un strument adat pe misure des variazions dai
nivei gjenerai dai presits e a puartat di cetant timp al probleme de sielte
jenfri lis alternativis diviersis e pussibilis.

I criteris di sielte a puedin jessi diviers, dal moment che a puedin
integni i fondaments economis, la interpretabilitait di cualchi for-
mulazion, i criteris di ponderazion doprats, o la presince di cualchi
proprietat formal considerade desiderabile soredut pe aplicazion o pe
facilitat di calcul.
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La strade dal studi dai compuartaments dai numars indigs par dibi-
sugnis di calcul e di corispondence a cundizions formals e a dade la oca-
sion di fa dai aprofondiments impuartants su lis carateristichis formals
des funzions di agregazion dai presits. Un interés particolar si lu a dat
ae consistence di sistemis di proprietats formals e ae 16r indipendence
reciproche. Il dibatiment al a puartat a meti in lis cundizions formals
no indipendentis, o incompatibilis o impussibilis o irilevantis e al a viit
tant che conclusion natural il tentatif di esprimi i numars indigs tant che
sistemis di assiomis, dant vite ae metodiche assiomatiche, za considerade
tes pagjinis indadr.

Cemiit che si a za viod(it, dome pai numars indi¢s elementars un siste-
me di assiomis al permet di costrul un strument unic di misurazion des
variazions relativis. I diviers sistemis di cundizions formals presentats fin
cumo a an permet(it dome di ridusi lis funzions pussibilis a classis avon-
de limitadis ma che distés no rivin a puarta a une uniche forme funzional
che e rapresenti la soluzion miér in assoldt.

Chesgj sistemis a finissin par vé un ril negatif, rapresentant une sorte
di gridele, che e permet di scarta un ciert numar di soluzions che a so-
mein buinis dome par un numar scjars di cundizions o dut cas dome par
chés ritignudis impuartantis di cualchi pont di viste.

4.3.2. 1l sisteme di cundizions formals di Fisher. Di Irving Fisher (1911)°!
al ven un prin tentatif sistematic di delinea un insiemi di proprietats par
soponi a verifiche il numar grues di funzions di agregazion dai presits
pussibilis di dopra tant che strument di misure des variazions dai presits.
Tal so volum dal 1911, intitulat The purchasing power of money, Fisher al
frontave za cun bondance il probleme de costruzion di numars indi¢s dai
presits e des cundizions formals di rispieta, definint vot provis di someti
ai indigs propontits. Tal so fondamental The making of index numbers
dal 1922 al tornave a cjapa I'argoment, frontant in maniere detaiade la
cuistion e sometint fintremai 134 diviersis formulazions pussibilis dal
propri sisteme di zest, che pero al lassave fir chel de circolaritat, prefe-
rint risierva une atenzion particolar aes cundizions di reversibilitat dai
timps e soredut dai fators.
Il sisteme di test di Fisher al ¢ dat di chestis proprietats formals:
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E1. Identitat
Se dugj i presits a restin costants, il numar indig al ¢ avual ae unitat:

oL, (py-p,) =1 (4.59)

che al ¢ il stes di di che il confront jenfri dos situazions identichis al
puarte a un numar indi¢ unitari; cheste cundizion formal e je za stade
considerade tant che un assiome che, metlit dongje di chei altris, al
puarte a une misure dade dal rapuart jenfri lis dés grandecis metudis a
confront, e duncje al numar indi¢ elementar.

F2. Reversibilitat rispiet ai bens
Il numar indig al € indipendent dal ordin che si considerin i bens, ven a
stai che:

»1, (pzh, > Pon, ) =1, (pm,, > Ppn, ) Vi=j (4.60)
F.3. Reversibilitat rispiet ai timps

Il numar indic al timp # di base 4 al ¢ avual al reciproc dal numar indig
al timp 4 di base #

b1t(pt='pb)=1/11b(pb,pt) (4.61)
che al ¢ avual a:
bIt (ptﬂpb) zIb (pbapt)zl (462)

E je ben clare la impuartance di cheste proprietat che e permet di
passa cun facilitat di une base a ché altre.

F4. Reversibilitat rispiet ai fators

Un numar indic dai presits al & reversibil rispiet ai fators cuant che il so pro-
dot pal numar indi¢ des cuantitats che i corispuint al ¢ avual al indi¢ di valor:

1, (pzspb ) o1, (qw% ) =2, D0l | 21 Ponon (4.63)

204



Teorie dai numars indigs

La impuartance di cheste proprietat, clamade ancje di «decomponibi-
litat rispiet aes causis» e salte flir cun clarece se si pense che e permet di
scomponi la variazion di un agregat real esprimiit in tiermins monetaris
tes dos fonts di variabilitat, ché dai presits e ché des cuantitats: cheste
proprietat cualchi volte e je presentade in dos versions diferentis: a)
reversibilitat «debile», cuant che dut cas si pues esprimi I'indi¢ di valor
tant che prodot di un indi¢ dai presits e di un indi¢ des cuantitats, cual-
sisei forme funzional al vedi chest ultin; b) reversibilitat «fuarte», cuant
che I'indic di cuantitat si cjatilu scambiant i presits cu lis cuantitats, ven a
stai cuant che I'indi¢ di cuantitat al & de stesse forme funzional dal indig
dai presits.

E5. Circolaritat

Dats doi indics de stesse forme funzional, un di base 4 al timp e un di
base 7 al timp ¢, chescj doi a gjoldin de proprietat di circolaritat se il lor
prodot al permet di rigjava un numar indi¢ di base 4 al timp #

A (p.p,) 1 (p.p)= 1 (P.p,) (4.64)

Al ¢ clar che cheste proprietat e je cetant impuartante cuant che si
vil passa di doi indi¢s di timps e basis diviers a un tier¢ indi¢ che al
a par base ché dal prin indic¢ e par timp di riferiment chel dal secont
indic. Cuntun indi¢ che al gjolt di cheste proprietat si pues costrul
concatenazions zovevulis jenfri i indi¢cs a base mobile. Un altri motif di
interes al ven dal so leam cun dos cundizions precedentis: la identitat e
la reversibilitat dai timps a son cun di fat implicadis dentri de circolari-
tat, aben che nol sedi vér il contrari. Di fat, esprimint i indigs in forme
semplificade, par r = ¢,

A, I =1 (4.65)
e duncje al a di jessi par fuarce:

7 =1 (4.66)
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intant che par b = ¢ si a:

I, 1, =1 =1 (4.67)

tTrrot t—t
e di chi, la proprietat de reversibilitat dai timps:

I =1/ 1 (4.68)

No cate la s6 impuartance evidente, cheste proprietat e je stade metu-
de in discussion e bandonade di Fisher tal volum dal 1922, forsit parce
che e je la uniche proprietat che no je sodisfate dal so indi¢ «ideal».

E.6. Proporzionalitat
Se dugj i presits a mudin secont di un stes fator A, ancje il numar indic al
mude te stesse proporzion, deventant compagn di A:

bIt(A’pb>pb)=)v (469)

E7. Determinatece
Un numar indi¢ al gjolt di cheste proprietat se nol devente nul, o infinit
o indeterminat cuant che un singul presit si anule:

bIt(pt’pb)>0 Pn=0, D, =0

(4.70)
bIt(pt’pb)<oo P, =0, p,, =0

E8. Insensibilitat aes variazions dal numar dai bens

Il numar indi¢ al gjolt di cheste proprietat se 'inseriment o la elimina-
zion di un ben, che il so presit al cambie te stesse proporzion dal agregat
intir, nol modifiche I'indic stes:

oL (Pos Py ) = (P ! Doy ) L. (P1s 2y ) = o1, (P12 py)  (4.71)
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Al ¢ il cussi clamat «Withdrawal or entry test» di Fisher.,

F9. Comensurabilitat
Une trasformazion de unitat di misure des cuantitats no mude il numar
indig:

o1, [</‘L‘1>pt,</1'1>pb;</'L>q,,</'L>6]b] (4.72)

=b1t(pt9pb;Qt’qb) A>O

In altris tiermins, il numar indi¢ nol ¢ sensibil aes trasformazions des
unitat di misure dopradis par esprimi lis cuantitats dai bens considerats
e introdusudis cuant che si fasin des variazions di misure dentri dal siste-
me stes (passant di une unitat di misure a un so multipli o sotmultipli) o
jenfri sistemis diferents (par esempli, di chel decimal a chel anglosasson).
Cuant che si an chestis modificazions di scjale, il numar indig al a di jessi
esprimiit intune forme funzional che e siguri la s6 invariance rispiet a
chestis trasformazions.

Il sisteme di cundizions formals cussi descriviit e cetant nomenat al &
passat sot di tantis verifichis, di mat di meti in 1Gs di une bande il so grat
di completece e di ché altre il nivel di coerence interni. Cetancj studios a
an esprimt in maniere divierse cualchidune di chestis proprietats, indi
an spiegat cualchi carateristichis e il significat e soredut indi an scandaiat
lis relazions e il grat di compatibilitat e di indipendence reciproche.

I contribiits plui grancj a chest rivuart si ju a viits di Haberler (1927)%,
Frisch (1936), Wald (1937)°*, Benedetti (1962), Swamy (1965)**, Samuel-
son e Swamy (1974)>°, Eichhorn e Voeller (1976) e, par ultin, di Martini
(1992).

In particolar, al ¢ in gracie di Frisch (1936)°° che si a un scrutini
sistematic des carateristichis dal sisteme di Fisher (1922), indula che
in sostance si frontin cuistions che a integnin la struture che a an di
vé i numars indigs par sodisfa proprietats ugnulis o 16r insiemis, lis
situazions di implicazion e lis cundizions di incompatibilitat jenfri lis
proprietats formals. Frisch al presente in particolar: a) lis consecuencis
che a vegnin de proprietit de comensurabilitat; b) la struture che al a
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di vé un indig¢ par sodisfa la proprietat di circolaritat; ¢) la forme che
e al a di vé un indi¢ par sodisfa tal stes timp lis proprietats di circola-
ritat e di comensurabilitat, e cun di plui la presince de circolaritat, de
comensurabilitat e de reversibilitat dai fators tal stes moment. In prati-
che al dimostre la impussibilitat di cjata un indic che al sodisfi tal stes
timp la proprietat di comensurabilitat, di determinatece, di circolaritat
e di reversibilitat rispiet ai fators. Te stesse maniere, si dimostre che
la comensurabilitat, la determinatece e la circolaritat no puedin jessi
sodisfatis tal stes timp di un stes indi¢. Cualchidun di chescj risultats si
fonde su di un teoreme di no esistence che pero Eichhorn (1976) al a
dimostrat jessi inacetabil.

Wald (1937) al a dat altris contribiits dimostrant un teoreme di no esi-
stence par un altri insiemi di cundizions formals di Fisher (1922). Altris
contribiits di presed a son stats dats di Swamy (1965), che al a mostrat
un teoreme di no esistence par un altri insiemi di proprietats.

11 significat e la rilevance di cualchi prove a son stats frontats di cetan-
¢j autdrs. La proprietat de circolaritat e je stade definide di Fisher tant
che inacetabile dal pont di viste teoric, intant che ché de determinatece
e je stade scrutinade di Samuelson e Swamy (1974) che no le an conside-
rade par nuie desiderabile, viodiit che la ipotesi di un presit che al cjapi
valor nul o infinit no jere sostignibile.

Une sistemazion organiche e forsit complete de materie e je stade fate
di Eichhorn e Voeller (1976), che a an propon{it un insiemi sistematic di
teoremis di indipendence e di no esistence di sotinsiemis particolars des
provis di Fisher (1922). La l6r analisi e 4 puartat ae dimostrazion di un «te-
oreme gjeneral di no esistence» che al somee vé dat une soluzion definitive
al probleme de inconsistence di insiemis particolars di proprietats formals.

4.3.3. Estensions. Al & cualchidun che al a ritign(it necessari insiora il
sisteme di Fisher introdusint cundizions formals gnovis che indi puar-
tassin insom il significat e la puartade.

Chestis cundizions a son, in particolar, lis dos cundizions de carateri-
sticitat, tradusude di cualchidun in ché de tipicitat, e de consistence de
agregazion, che no je altri che la cetant nomenade proprietat de associati-
vitat introdusude cuant che si a studiat lis proprietats formals des mediis.
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E.1. Carateristicitat

Un numar indi¢ al sodisfe cheste cundizion cuant che il sisteme di pon-
derazion doprat pe s6 costruzion al riflet in maniere strente e uniche la
struture dai consums tai timps o tes situazions consideradis, di mit che:

bIt(pzvpb;W)= bIt(pt9pb;qt9qb) (4.73)

E je une cundizion introdusude di Drechsler (1973)°7, che e je stade
ricognossude ad in plen, te s6 impuartance e tes s6s implicazions, di
Martini (1992). Al ¢ dimostrat che cheste proprietat e je necessarie
ancje se no suficiente a sigura che I'indi¢ corispondent des cuantitats
al gjoldi de proprietat de identitat. In ogni cés, al & clar che si trate di
une derivade des proprietats de identitat (fuarte), de comensurabilitat
e de omogjeneitat, proprietats che par altri a son indipendentis la une
di ché altre.

E.2. Associativitat

Un numar indig al & associatif cuant che al & dat di une funzion dai pre-
sits che e puarte ai stes risultats sedi cuant che e je aplicade ai numars
indi¢ elementars, sedi cuant che si le calcole a taca di numars indi¢s com-
poniits rigjavats de aplicazion de stesse funzion a sotinsiemis di numars
indics elementars. In tiermins formals:

AT 0 A O S0 S (4.74)

indula che cul deponent 7 si indiche un dai K grups che si puedin forma a
taca di H > K bens, di indula che si calculin K subindigs tacant de stesse
funzion che e je doprade par costrui I'indi¢ gjeneral. In altris tiermins, il
numar indi¢ compontit si pues calcolalu in maniere direte aplicant la fun-
zion di agregazion ai numars indics elementars che a integnin ognidun dai
bens, o plir aplicant la stesse funzion di agregazion a numars indics parziai
rigjavats midiant di une funzion de stesse forme par sotinsiemis di bens.
Cheste proprietat, che e je definide ancje tant che «consistence te
agregazion», e je stade proponude di Drechsler (1973) e po dopo e je
stade ricjapade di Allen (1975), di Vartia (1976a) e di Martini (1992). E
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je une proprietat cetant impuartante, sedi dal pont di viste operatif, sedi
par chel che al inten lis sds relazions cun altris proprietats formals.

Stant a un pont di viste operatif, la impuartance di cheste proprietat
e je clare, dal moment che i numars indigs che le verifichin a permetin di
passa di numars indigs costruits par classis omogjeniis di bens a numars
indigs di nivel superior, fin a rivd a un numar indi¢ che al misure il nivel
gjeneral dai presits. La adozion di une classificazion jerarchiche di bens a
seconde dal 16r grat di omogjeneitat e permet di calcola par ogni nivel di
classificazion un numar indi¢ compontit. Po dopo, chest si pues ancjemo
agregalu al nivel superior, cence scugni ripeti lis operazions di calcul a
parti di une agregazion dai numars indics elementars. Par esempli, al
podares zova costrui il numar indi¢ dai presits de mangjative di origjin
vegjetal e po dopo un numar indi¢ de mangjative di origjin animal par
dopo passa a un numar indi¢ di nivel superidr che al fas riferiment ae
mangjative tal so comples. Se I'indi¢ al ¢ associatif al baste agrega i doi
subindi¢s considerantju tant che doi indics elementars che ur ¢ aplicade
la funzion doprade pe 16r costruzion; in cas contrari, bisugne ripeti il cal-
cul dal inizi, aplicant la stesse funzion a ognidun dai indi¢s elementars.

Dal pont di viste formal cheste proprietat e je di siglr interessante,
par vie des relazions di derivazion e di implicazion che le pein a altris
proprietats. Si dimostre cun di fat che la associativitat e impliche tré
proprietats interessantis, ven a stai la monotonicitat, la internalitat e la
proporzionalitat, secont di une relazion di transitivitat, tal sens che la as-
sociativitat e impliche la monotonicitat, e cheste e impliche la internalitat
e ché e impliche la proporzionalitat.

Al & just ricuarda che pe proprietat associative al val un teoreme fon-
damental formulat pes mediis associativis di Nagumo (1930)°%, Kolmo-
gorov (1930)* e di de Finetti (1931)%. Dadr di chest teoreme, un indig
associatif al ¢ dat de antitrasformade de medie aritmetiche de trasforma-
de, duncje un indig al & associatif tal cas che:

e =f_1 [Zh f(pth ! Pon )] 4.75)

indula che £ al scuen jessi une funzion continuade monotone cressinte e
f1al ¢l relatif funzional inviers.
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4.4. Indics idedt, vérs, esats e superlatifs

4.4.1. Premesse. 1 contribiits dats par rangja un sisteme di proprietats
formals e pe ricercje di formulazions otimals dai numars indi¢s a an
puartat di une bande ae individuazion di formulis che a somein sodisfa
une buine part des proprietits e di ché altre bande a ciri di integra lis
diviersis metodichis intun sisteme coerent di ipotesis e di cundizions.

Il prin troi di ricercje al 2 menat ae definizion di numars indics che a
son considerats «ideai» stant che a rispuindin a une vore di proprietats
consideradis indispensabilis par misura i proces di variazion di sistemis
intirs di presits.

11 sfuarg par cjata lis cundizions che a puedin insuaza i diviers numars
indics intun sisteme coerent di ipotesis di nature economiche peadis al
compuartament dal consumador o dal produtor al a puartat a 1a dadir
di un altri troi, che al inten i indi¢s cussi clamats «vérs» dal cost de vite
o dai coscj di produzion. Par ultin, integrazions studiadis di pueste di
ipotesis economichis e di recuisits formai a an puartat ae definizion di
indigs clamats «esats» e «superlatifs».

4.4.2. L'indi¢ idedl di Fisher. Cualchidun dai numars indi¢ si pues co-
struilu su la fonde di cumbinazions adatis di numars indics semplics o
agregatifs za considerats. Il plui cognossiit di chescj indigs al ¢ il cussi
clamat numar indi¢ «ideal» di Fisher (1922) che al nas di une medie
gjeometriche dal indi¢ di Laspeyres (1871) e di chel di Paasche (1874):

bItF =[hItL b]tP]l/z =

= [(ththbh !, Ponon )(ththqth ! Ponn )]

(4.76)

1/2

Al ¢& un numar indi¢ che si fonde su di un sisteme di ponderazion
componiit, che dut cas al a bisugne de disponibilitat des informazions su
la struture dai consums tal periodi di base e cun di plui ancje in chel di
riferiment. Par altri, la disponibilitat di dats statistics no permet simpri
di costruilu.

Al fo proponit pe prime volte di Walsh (1901)%! e la s6 ipotesi, for-
mulade par cas intune note dal so The measurement of general exchange
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value, e resta discognossude. Po dopo, in maniere dal dut indipendente,
la formule e fo definide di Fisher (1911) tal so Purchasing power of nzo-
ney, cence perd meti in lGs lis s6s proprietats, cetant preseabilis. Il prin a
metilis in evidence al fo Pigou che tal 1912% al pensa di indica I'indi¢ di
Fisher tant che la misure plui juste par fa des comparazions jenfri i nivei
gjenerai dai presits di doi pais diviers metiits a confront. L'esam des cara-
teristichis diferenzials e des cundizions formals sodisfatis di chest indig al
¢ stat disvilupat tai agns Vingj di Fisher stes e di altris autors che i lavo-
ravin parsore indipendentementri un di chel altri e, stant a Fisher, cence
savé un dai risultats otigntts di chei altris. Lis proprietats zovevulis di
chest indig, a forin esaminadis di Fisher, intun lavor dal 1921¢, indula
che pe prime volte si fevele di indi¢ «ideal». Tal stes timp, Walsh (1921)%
al torna a cjapa la s6 propueste metint in maniere esplicite I'indic jenfri
di chei conseabii, marcant che al jere forsit il mi6r jenfri di chei che si
podevin dopra. De stesse idee a forin ancje altris autors, tant che Young
(1921)® e Davies (1922)%. Par siera, Fisher, tal 1922, tal so lavér fonda-
mental The making of index numbers, al trata a fonts lis carateristichis di
chest indic, dimostrant lis sos cualitats e peantlu in maniere definitive al
so non e ae cualifiche di «ideal».

Lis resons di cheste denominazion a stan in sostance tal numar alt di
proprietats formals sodisfatis di chest indig, soredut rispiet a chés riti-
gnudis plui impuartantis te impostazion di Fisher. Dutis lis cundizions
formals dal sisteme di proprietats, aromai cognossiit, a son sodisfatis dal
indic ideal, fale che ché de circolaritat.

Te suaze de teorie cuantitative de monede definide di Fisher (1922),
grande impuartance le a la proprietat de reversibilitat dai fators che no
je sodisfate dai indi¢s semplics e agregatifs principai. Di chés altris dos
proprietats di reversibilitat, ché dai bens e ché dai timps, ancje la secon-
de e je di grande impuartance, parce che e introdls un vincul di coerence
interne e e furnis un procediment facil par cambia lis basis: cheste e je
simile a ché dai fatérs, dal moment che dutis e dos a permetin di scam-
bia i doi timps o lis dos situazions e i presits cu lis cuantitats, cence da
risultats incoerents. Cirint un indi¢ che al sodisfas chestis dés cundizions
di reversibilitat fondamentals e ancje la plui part des proprietats formals,
Fisher (1922) al rive ae conclusion che la medie gjeometriche dai doi
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indigs agregatifs fondamentai e rapresente 'indi¢ plui pussibil, e duncje
I'indi¢ «ideal.

La uniche proprietat che no je sodisfate di chest indi¢ e je ché de
circolaritat, aben che e sedi impuartante par meti in vore lis transizions
jenfri indics di base diferente. Fisher al dediche un cjapitul de s6 opare
a dimostra che cheste proprietat no dome no je rilevante pes valutazions
de «performance» di un numar indi¢, ma adiriture che no je acetabile di
un pont di viste teoric. In efiets, Fisher al marche che cheste proprietat
par indi¢s compondtits si pues sodisfale cu la medie gjeometriche sem-
plice o ponderade o cun numars indics che a presentedin sistemis di
ponderazion costants, li che al & evident che e risulte inacetabile par
motifs clars.

Il sisteme di cundizions formals di Fisher (1922) o un so cualsisei
sotinsiemi nol pues puarta, come che si a za viodiit, al indi¢ ideal par
deduzion, stant che in ogni cas la prove di circolaritat no je compatibile
cun dutis lis provis che a vanzin, e chestis, ancje se compatibilis tra di lor,
no rivin a puarta a une funzion uniche e ugnule che lis sodisfedi tal stes
moment. Si costruis I'indic e si lu judiche di presea, parce che une volte
che si a verificade la s6 rispueste aes proprietats indicadis e consideradis
desiderabilis, al risulte che al sodisfe lis provis fondamentals di reversi-
bilitat dai timps e dai fatdrs e dutis chés altris cundizions, gjavade une,
che dut cas Fisher (1922) nol considere acetabile.

Par altri, Funke e Voeller (1978), su la fonde de introduzion di une
proprietat zontade riferide al sisteme di ponderazion, a son stits bogns
di dimostra che, fissadis tré cundizions assiomatichis, si pues riva al indig¢
ideal. Il sisteme di assiomis che bisugne sodisfa cuntune funzion f dai
presits e des cuantitats riferits a un timp base e al timp di riferiment (che
e vedi duncje tant che argoments cuatri vetdrs di stesse dimension H che
a son diviers par nature e pal riferiment temporal) al ¢ chest:

FV.1. Reversibilitat dai timps:

S ( Py Poias-a,) =

4.77)
=fr(p.ra.-a,) f(pP,-pia,.q,)=1
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FV.2. Reversibilitat dai fators:

f(p.pya.a,)f(a,.9.:p.0,) = (4.78)
=2, Pum / 2, Ponpn

FV.3. Reversibilitat dai pés:

f(p.rya-a,)=r(p.pia,.q,) (4.79)

chest al significhe che un scambi des cuantitats g,, e ¢,,, che si puedin cja-
pa tant che pés aplicats ai presits corispondents p,, e p,,, nol mude il valor
dal indi¢. In chest cas a valin un teoreme di indipendence e un teoreme
di esistence e di unicitat. Dafir dal prin teoreme, lis cundizions a son
indipendentis, tal sens che e esist une funzion dai presits e des cuantitats
che e sodisfe dés cundizions e che no sodisfe la tierce cundizion; dafir
dal secont teoreme, la uniche funzion dai presits e des cuantitats che e
rispuint tal stes moment a chestis cundizions formals e je dade dal indic¢
«ideal» di Fisher (1922).

Il teoreme di Funke e Voeller (1978) si enunzie in cheste maniere: une
funzion f: R,,* — R, e sodisfe lis cundizions di reversibilitat dai timps,
dai fators e dai pés se e dome se e je dade dal indi¢ «ideal» di Fisher, e
dungje:

(P poidia,) =
L, (4.80)
= [(Ehpthth /2, Do )(thzh%h /2, Do )]

Il teoreme si dimostrilu viodint che pe cundizion di reversibilitat dai
fators si a:

i) (Do 25390585 ) (4955005 Py ) = 2 Pl ! 21 Pl

Scambiant in cheste funzion p,, cun p,,la ecuazion e divente:

ii) f(Pb,p,;qqu)f(%a%;pbapt)=Zh Ponln | Zh Puon
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Aplicant la proprietat de reversibilitat dai pés a ducj i doi i fatdrs si a:
i) S (P Pi9ed,) S (4GP 2) =24 Pl Zs Pu
Dividint la i) par cheste ultime ecuazion si a:

f(Popyiaioa,) F(9:9,500,)!
i) 1f (P 234,9,) F(9059,:0 ) =
= (Eh P! Z) pbhth)/(zh P! Z) pthth)

che, dopo di semplificazions oportunis, si ridiis a:

f(p.rasa,) f(py.psd,.q9,)=

v)
= (Ehpth%h /=, Ponon )(Ehptthh /thbh%h)

Moltiplicant cheste ecuazion pe (4.77), che e salte fiir de aplicazion
de reversibilitat dai timps, si a:

[ 7 (piryidias) 1f (P Piasa,) ]
Vl) [ f(ptapb;qtaqb) f(pbapt;qbaqt) ]
= (Zh Pl Z) pbhth) (Zh Pl ' 2, pbhqth)

di indula che si a:

2

[/ (PoPi344:)] =
= (Ehpthqth 2, Py )(Ehpthth /2, Dy )

vii)
Par ultin, considerant dome la lidris positive, si rigjave I'indi¢ «ideal»:

f(Ppyidina,) = (4.81)

1/2

= [(ththqth ! 2 Ponon )(ththth ! Z P )] =1
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In cheste maniere, cu la introduzion di une gnove cundizion che e
rivuarde la reversibilitat dai pés dats des cuantitats, si pues rigjava il sol
numar indi¢ che al sodisfe un insiemi prefissat di cundizions.

4.4.3. I numars indics vérs. 1l numar indi¢ fondat su la teorie economi-
che dal compuartament dal consumadér e dal produtor al ¢ stat dispes
definit tant che un numar indi¢ «vér», stant che al ¢ adat par misura lis
variazions reals dal cost de vite o de produzion. Al ¢ dut cas un stru-
ment teoric di misurazion des variazion relativis de capacitat di acuist de
monede, parcé che, come che si a viodit, al dipent di un procediment
di massimizazion de utilitat cuntune forme funzional che e pues jessi di
nature divierse e in ogni cas dificile di identifica e di misura in maniere
empiriche.

Konts stes (1924) al a provat, come che si a viodit, a proponi une
strade pe costruzion di un numar indi¢ adat a misura lis variazions dai
presits, di mat di sigura la invariance dai nivei di sodisfazion che si
puedin rigjava di un cos ben definit di bens, doprant indigs agregatifs
dal tip di Laspeyres (1871) e di Paasche (1874), ancje se al saveve che
dutis e dos lis stradis no podevin puarta che a une aprossimazion dal
indi¢ «vér».

A chestis propuestis si son zontats altris contribiits che a an fat nassi
un altri aprofondiment dal probleme de costruzion dal numar indi¢
«vér», fondat su basis saldis di nature teoriche. Si fas riferiment in par-
ticolar ai lavors di Wald (1939)%7, di Frisch (1936), di Stuvel (1957)%, e
par ultin de metodiche «fatorial» di Banerjee (1961, 1977)%.

Wald (1939) al da une impostazion che e introdis te costruzion dai
numars indigs di tip economic lis funzions dal consum di Engel, che lis
161 formis a an di jessi cognossudis in riferiment al an base 4 e a chel di
riferiment ¢, indicadis rispetivementri une cun C% e ché altre cun C”.
Dar di cheste impostazion, il numar indig al & dat dal rapuart jenfri lis
dos spesis ecuivalentis, dadis di S, e di S, tal sens che §,al & compagn di
S, cuant che al rapresente la spese plui basse che e permet di compra ai
presits in vore tal timp di riferiment # un insiemi di bens che al sta su la
stesse estension di indiference li che si cjate I'insiemi di bens comprats
cu la spese S, ai presits in vore tal periodi &.
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Il numar indi¢ propondt di Wald (1939)" si presente sot di cheste
forme:

L iwa = {thth [Qbh + 4 (/J‘/A)l/z]}/

(4.82)
(i e au (e )

indula che cun X si intint il rapuart jenfri lis utilitits margjinals de mo-
nede’! w,e w,:
0,/ @, =D (@ = ) 2P (@ =)= A (4.83)
jessint g,, e g, doi ponts su la curve C?, di mit che:
>, 2 (@ o —n ) =0 (4.84)

cun di plui, ¢, eq, a rapresentin doi ponts de curve C? pai cuai’:

2, Dy (qth _th)=zhpth (q*th _%h)= 0 (4.85)

intant che cun p si intint il rapuart jenfri lis dos utilitats margjinals de
monede:

W,/ ®,=2,p, (q*th —4qy ) /2Dy (q*m 4y, ) =u  (4.86)

Po dopo, si costruis I'indi¢c in maniere empiriche, midiant di une
stime dai parametris des funzions di Engel riferidis a ognidun dai bens.

La metodiche di Frisch (1936)” de cussi clamade «spese dople» e
finis par puarta a risultats analics a chei di Wald (1939). Al partis de
considerazion des cuantitats g,, , ¢, che a stan une su la curve di Engel
riferide al an base e ché altre su la curve di Engel che si riferis al an di
riferiment e al costruis cheste ecuazion:

2, Paln 24 Pondn =25 Pulon Zn Pondpn (4.87)
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indula che al membri di campe si considere la spese sostignude par com-
pra la cuantitat al timp # e a presits che si riferissin al timp di riferiment e
a chel di base, intant che su la diestre si considere la spese che e rivuarde
la cuantitat al timp di base che si dopre pe valutazion dople. Se si consi-
dere buine la linearitat des dos funzions di Engel, cun cualchi passag si
rive al numar indi¢ propont di Frisch (1936), in cheste forme:

2
ItFr =[_atb +(atb +4 btb bbt sz +

+4 btb abt Sb) ]1/2 /2btb Sb

(4.88)

indula che cun S, si indiche la spese al timp base cuntun riferiment tem-
poral che al val sedi pes cuantitits sedi pai presits, intant che b, a son
grandecis che a nassin de sume di prodots dai coeficients di regression
des funzions di Engel, cjapant par buine la 16r linearitat, pai 16r presits
relatifs, e duncje b, =Y, 8,0, € a,, a son grandecis che a nassin dal pro-
dot des intercetis pai presits dai bens che a chei si riferissin lis funzions,
e duncgje a, =Y, a,, p,,- Al & evident duncje che b, = b,, = 1, intant che
a,= ay, = 0.

Tant che pont di passa¢ a di une impostazion di tip fatorial, e val la
pene di cjapa in considerazion la metodiche di Stuvel (1957) che al propon
un indi¢ sintetic fondat su di une logjiche diferente di ché seguide par
solit. Invezit di costrui un numar indi¢ su la fonde di un rapuart jenfri doi
agregats di valor, e je proponude une analisi dal increment che I’agregat al
subis passant dal periodi base a chel di riferiment, che al ¢ di atribui sedi
a variazions des cuantitts, sedi a chés dai presits. Par chest, al puest di un
procediment fondat su di un rapuart di agregats, si a mior cjapa come pont
di partence la diference jenfri i doi agregats di spese, che e je dividude in
dos o plui componentis aditivis di variazion: la prime componente si riferis
ae misure dal contrib{it des variazions des cuantitats, la seconde, invezit,
aes variazions leadis ae evoluzion dai presits. Al salte flir un numar indic
dai presits (ma la stesse robe e val pal indi¢ des cuantitats) che si esprim in
funzion dai numars indics dai presits e des cuantitats di Laspeyres (1871)
e dal rapuart jenfri i doi agregats rilevats tal periodi di riferiment in chel
dal periodi di base, e che cun di plui al gjolt des proprietats che Fisher
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(1922) al stime di grande impuartance, ven a stai la reversibilitat rispiet ai
timps e rispiet ai fators che, cemtit che si sa, no son sodisfatis dai indics di
Laspeyres (1871) e di Paasche (1874). Chest indi¢ al cjape chestis formis
rispetivementri pal indi¢ dai presits e par chel des cuantitats:

oLisr) = Colugry = o ugy )/ 2+ (4.89)
"'{[( bItL(p) - bItL(q) )/2] }2 +S, /8, }

1/2

b[tS(q) =< bItL(q) B b[tL(p) )/2 * (4.90)
H[C ihug = lay V12T 48,75, 17

La metodiche di Stuvel (1957) e rapresente il pont di partence par
une altre impostazion che, midiant di ché, si cir une formulazion dal
indi¢ «vér» dal cost de vite, ven a stai chel «fatorial» di Banerjee (1977),
che al dopre un scheme concetual propri dal dissen dai esperiments par
disvilupa une analisi di decomposizion des variazions dai agregats. In
cheste impostazion si cjape in esam la variabil dade dal valor in tiermins
di doi «fatdrs», dats rispetivementri dai presits e des cuantitats e di doi
«nivei», dats dai doi riferiments temporai 4 e 2. Midiant la scomposizion
de variabilitat total in tiermins di fators e di interazion jenfri i doi fators
si rive al indi¢ di Banerjee (1977) che al cjape cheste forme, te ipotesi di
linearitat des funzions di Engel:

ol ip =(1+bbt)/(1+b,b)+

(4.91)
+S,, "' (a,, —a,)/(1+b,)

indula che cun 4 e b si intindin lis grandecis che a cjapin dentri i para-

metris des funzions di consum di Engel za consideradis par chés altris

formulazions dal indi¢ «vér». E je une formulazion vincolade ae ipotesi

di linearitat des funzions dal consum. Banerjee al da une formulazion

plui gjeneral, no peade a chest vincul funzional.
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4.4.4. I numars indics esats e superlatifs. Une metodiche che e met adun
lis diviersis impostazion e je ché che e puarte a une interpretazion eco-
nomiche di ognidun dai indics costruits su la fonde dal troi distributif e
di chel agregatif e che si tradiss te costruzion di numars indigs «esats» e
«superlatifs», come che al a proponiit Diewert (1976)7.

Dar di cheste impostazion, un numar indic si dis «esat» se, cualsisei
e sedi la maniere che al & stat costruit, al ¢ compagn di un numar indic
di tip funzional che al sodisfe ae cundizion de invariance dal nivel di
sodisfazion corispondent a une particolar funzion di utilitat”.

Si e di fat za viod{t che ancje i indic sintetics plui semplics rigjavats
midiant di une metodiche distributive o midiant di metodis agregatifs a
puedin jessi rigjavats costruint un sisteme di pés che al nas di un proce-
diment di minimizazion de spese sot dal vincul de invariance de utilitat,
esprimude tant che funzion des cuantitats (o piir, in tiermins alternatifs,
pal cas dai impleis intermedis, de funzion di produzion).

Une buine part dai indigs fin cumo considerats’™ e je duncje un indig
«esat».

Lindi¢ dat dal rapuart jenfri dés mediis aritmetichis dai presits, e
duncje I'indi¢ di Dutot (1738)” dat di :

wlip =2 p, ' Z p,, (4.92)

Al ¢ esat, parce che si rigjavilu cjapant une funzion di utilitat dal tip’®:
U(q) = U(ql,qz,...,qh,...,qH ) =maxb, —rnax(bh -q, )
L’indi¢ che si calcule midiant di une medie gjeometriche di indics

elementars, che si scrif in cheste maniere:

1/Z wy,

A, = {H,, (P! Pus )W”} (4.93)

al risulte esat in relazion a une funzion di utilitat de forme:

U(q) = U(ql,qz,...,qh,...,qH)= ITg,"
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I indi¢s di Laspeyres (1871) e di Paasche (1874) a son estas sedi in
riferiment a di une funzion di utilitat linear:

U(q) = U(ql’q2”"’Qh9"'9qH ) = Zh W, 4,
sedi in riferiment a di une funzion di utilitat di Leontief (1941)7, dal tip:

U(q15Q2"'-=qh"'-:qH) =3, 49,/¢,

A son dos funzions di utilitat diviersis, la prime di chestis e impliche
la sostituibilitat total dai bens, intant che la seconde le escliit.

Par ultin, I'indi¢ ideal di Fisher (1922) al ¢ ancje chel esat cun riferi-
ment a une funzion di utilitat cuadratiche cuntun ciert sisteme di pés e
ancje in riferiment a une funzion linear.

Daiir de impostazion di Diewert (1976)%, un indi¢ esat si pues di
ancje «superlatif», se la funzion di utilitat che le subordene e a une
struture che e rint pussibile une aprossimazion dal secont ordin a une
funzion linear omogjenie, in altris tiermins, se si verifiche la identitat des
derivadis secondis®'.

Jenfri i indigs superlatifs, bisugne citd prin di dut chel di Fisher
(1922) che ancje par cheste strade al viot confermadis lis s6s proprietats
desiderabilis®?, che pero no si slargjin ancje ae transitivitat e ae consisten-
ce te agregazion.

Une altre famee di indi¢s che si dimostre jessi superlatifs rispiet a di
une funzion di utilitat o di cost di tip logaritmic trascendental e je ché
di Tornqvist (1936).

La impuartance di cjatad dai numars indi¢s che si puedin defini su-
perlatifs e sta soredut tal grat di coerence che chescj a mostrin datir di
ipotesis adatis che a integnin lis funzions di compuartament dai consu-
madors o dai produtors e te intercambiabilitat sostanzial che a mostrin
ae l0s dai compuartaments che si verifichin par variazions limitadis
dai presits jenfri i doi periodis considerats: si dimostre di fat che doi
numars indigs superlatifs a puartin a risultats in pratiche compagns
par variazions no sensibilis, fat che al rint mancul delicat il probleme
de sielte jenfri doi indigs alternatifs tal cas che no si vedi a disposizion
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evidencis empirichis adeguadis par verifica la forme des funzions di
compuartament (in tiermin di utilitdt o di coscj) dai consumadors o

dai produtors.

!'Riferiment a L. March, Les indices économiques,
in «Metron», vol. III, n. 2, 1923, pp. 334-362.

2 Cfr. 1. Fisher, The making of index numbers,
Houghton Mifflin, Boston, 1922.

*R. Rondini, Significato e validita della ripartizione
del reddito nazionale italiano secondo province e
regioni, in «Bancaria», Roma, 1958 pp. 534-541.
411 confront in tiermins reai de ricjece in timps
e lics diferents si lu a viit a tacd des fondis de
statistiche economiche. Lis primis provis docu-
mentadis tal costrul numars indigs dai presits si
lis a dal 1707, an che al ven stampat il Cronicum
preciosum, la opare dal vescul Fleetwood, li che,
par altri, e je criticade une norme dal Stattt di
un cole¢ di Oxford, fate buine 300 agns indatir
e che e previodeve la impussibilitat di zovasi di
une borse di studi par cui che al veve a dispo-
sizion une rendite di almancul 5 sterlinis par
an. Fleetwood al rive a dimostra, cence par altri
proponi un indi¢ dai presits, cemit che cheste
cifre e vedi pierdiit tal timp une buine part dal so
significat origjinari, stant che lis 5 stetlinis di tré
secui prime a stavin par un ciert podé di acuist
che tal 12 dai agns al jere lat sbassantsi di cussi
tant, che no vignivin plui dadis borsis di studi,
ancje se a jerin ancjemo des diferencis di redit
jenfri i students.

> Par une tratazion detaiade de metodiche distri-
butive, si fasi riferiment par esempli: R. Frisch,
Annual survey of general economic theory: the pro-
blem of index numbers, in «Econometrica», vol.
1V, n. 1, 1936, pp. 1-38 € A. Uggg, I numeri indici
dei prezzi, Giuffre, Milano, 1946.

¢ Cfr. W.C. Mitchell, The making and using of
index numbers, in «U.S. Bureau of Labor Statis-
tics», Bullettin n. 284, Washington, 1921.

7 Cfr. M. Olivier, Les nombres indices de la varia-
tion des prix, Giard, Paris, 1927.

8 Cfr. D. Tenderini, I/ significato teorico e pratico
degli indici dei prezzi, in «Rivista Italiana di Stati-
stica, Economia e Finanza», anno VI, 1934, pp.
269-331,426-506, 734-772.
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% Cfr. M. Saibante, Contributo alle ricerche sulla
dispersione delle variazioni dei prezz, loro signifi-
cato, in «Atti della IX Riunione della Societa Ita-
liana di Statistica», 1950, pp. 281-296.

10 Cfr. L. Faleschini, Sulla forma delle distribuzioni
dei prezzi relativi, in «Uindustria», n. 1, 1956, pp.
3-12.

' Cfr. A. Mastrodonato, La distribuzione dei prez-
2 relativi in Italia dal 1966 al 1970, in «Rivista
Ttaliana di Economia, Demografia e Statistica»,
vol. XXVII, ottobre-dicembre 1973, pp.149-182
12 Te opare Delle Monete e della istituzione delle
zecche in Italia, Carli al intint misura la variazion
dai presits dal forment, dal vin e dal vueli suce-
dude in Italie dopo de scuvierte de Americhe,
tal periodi cjapat dentri jenfri il 1450 e il 1500,
doprant une sintesi par medie aritmetiche: prime
marcjanzie par marcjanzie, dopo jenfri i rapuarts
medis relatifs aes tré marcjanziis.

P 1] numar indi¢ propondt di Jevons al nas de
aplicazion des tesis su la monede ae misure des
variazions dal presit dal aur parce che «... ogni
variazion di presit dal aur e influis su ducj i presits
te stesse maniere proporzional e se chés altris cau-
sis di perturbazion si puedin considera propor-
zionals ae entitat de variazion che a causionin tal
presit di une o plui marcjanziis, inalore dutis lis
singulis variazions dai presits si compensin la une
cun ché altre te medie gjeometriche, metint in lis
la vere variazion che al a viit il presit dal aur...».
Cfr. W.S. Jevons, A serious fall in the value of gold
ascertained and its social effects e The variation
of prices and the value of the currency since 1782,
duqj i doi dentri di Investigation in currency and
finance, Mac Millan, London, 1884.

Y 1. Faleschini, Suz miscugli di distribuzioni gaus-
siane, in «Rivista Italiana di Economia, Demogra-
fia e Statistica», vol. V, n. 1-2, 1951, pp. 30-47.

5 Cfr. H. Paasche, Uber die Preisentwicklung
der letzten Jahre, nach den Hamburger Bérsen-
entwicklungen, in «Jahrbiicher fiir Nationaloko-
nomie und Statistik», n. 23, 1874, pp. 168-178.
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6 Cfr. E. Laspeyres, Die Berechnung einer mitt-
leren Warenpressteigerung, in «Jahrbiicher fiir
Nationalokonomie und Statistik», n. 16, 1871,
pp. 296-871.

7 Cemdit che si sa, se e esist une corelazion li-
nedr positive jenfri i indi¢s elementars dai presits
e des cuantitats, I'indi¢ di Paasche al puarte a
valors simpri sore di chei rigjavabii cul criteri di
Laspeyres; une corelazion negative jenfri i indigs
elementars, invezit, e puarte a une relazion di
ordin inviers jenfri i doi criteris. Dome tal cis
che la variazion relative des cuantitats e sedi in-
diferente ae variazion relative ai presits, ipotesi
par altri par nuie realistiche tal cjamp economic,
i doi sistemis di agregazion a risultin indiferen-
ts. Si viodi, par esempli: L.W. von Bortkiewicz,
Zweck und Struktur einer Preisindexzabl, in
«Nordisck Statistiks Tidskrift», 1923, pp. 395 e
seguitivis.

18 Cfr. J. Lowe, The present state of England, Lon-
don 1822

¥ Cfr. EY. Edgeworth, The plurality of index
numbers, in <kEconomic Journal», n. 35, 1925, pp.
379-388.

20 Cfr. A. Marshall, Money, credit and commerce,
London, 1923.

2 Cfr. A.L. Bowley, Notes on index numbers, in
«The Economic Journal», vol. XXXVIII, n. 159,
June 1928, pp. 216-237.

22 Cfr. F. Divisia, L'indice monétaire et la théorie de
la monnaie, in «Revue d’économie politique», n.
39, julliet-aout 1925, pp. 842-861; septembre-oc-
tobre 1925, pp. 980-1008; novembre-decembre
1925, pp. 1121-1151; n. 40, janvier-fevrier 1926,
pp. 49-81.

B Cfr. L. Tornqvist, The consumption price in-
dex of the bank of Finland, in «Bank of Finland
Monthly Bullettin», n. 10, 1936, pp. 1-8, n. 11,
1937, pp. 73-95.

2 Cfr. Y.O. Vartia, Ideal log-change index num-
bers, in «Scadinavian Journal of Statistics», vol.
III, 1976, pp. 121-126 e Y.O. Vartia, Relative
changes and index numbers, The Research Insti-
tute of the Finnish Economy, Helsinki, 1976.

» Cfr. K. Sato, The ideal log-change index numbers,
in «The Review of Economics and Statistics», vol.
LVIIL n. 2, 1976, pp. 223-228 ¢ K. SATO, The
meaning and measurement of the real value added
index, in «The Review of Economics and Statis-
tics», vol. LVIIL, n. 4, 1976, pp. 434-442.

2 Cfr. H. Theil, Best linear index numbers of prices
and quantities, in «Econometrica», vol. XXVIII,
1. 2, 1960, pp. 464-480.
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27 Cemiit che si sa, I'indi¢ di Divisia, restat in pra-
tiche discognossiit fin al articul di Frisch dal 1936,
al 2 influencat i indigs uficiai dai presits tacant cul
1962 te Grande Bretagne e dal 1971 in France do-
prant pés variabii di an in an. Si viodi par esempli:
EG. Forsyth, R.F. Fowler, The theory and practice
of chain price index numbers, in «Journal of Royal
Statistical Society», series A, vol. CXLIV, 1981,
pp. 224-246.

2 Un dai vantags dai indigs a cjadene, rispiet ai in-
digs tradizionai che si fondin su un cos fis, al ven
dal fat che la sielte de formule e devente mancul
impuartante parcé che se lis concatenazions a son
costruidis a intervai curts, la sielte de ipotesi sul
compuartament dai presits e des cuantitats che a
stan ae fonde de formule di colegament e influen-
ce di poc e nuie il risultat final. Cfr. EG. Forsyth,
R.E Fowler (1981), op. cit.

? R. Roy, Les nombres indices, in «Journal de la
Societé de Statistique de Paris», janvier-février,
1949, pp. 15-34.

30 Si viodi: R.G.D. Allen, Price index numbers, in
«Review of the International Statistical Institutes,
vol. XXX, . 3, 1963, pp. 281-306 ¢ RG.D. Al
len, Index numbers in theory and practice, Mac
Millan, New York, 1975.

1 C. Walsh, The measurement of general exchange
value, Macmillan, New York, 1901.

32 Si sa ben che Vartia, tal so lavor dal 1976, cun di
plui di vé proponfit un so indig, al a costruit une
gnove medie gjeometriche ponderade cul contri-
bt des conclusions che al a dat Sato (1976b). Cfr.
Y.O. Vartia (1976), op. cit., pp. 121-126.

3 Cfr. H. Theil (1960), op. cit.

** Si viodi: T. Kloek, G.M. De Wit, Best linear and
best linear unbiased index numbers, in «<Economet-
rica», vol. XXIX, n. 4, 1961, pp. 602-616.

» M. Faliva, Indici dei prezzi periodals, in «Rivi-
sta Internazionale di Scienze Sociali», 1973, pp.
37-46.

% C. Quintano, Gli indici dei prezzi (o di quan-
tum) di tipo aggregativo e gli indici sintetici basati
su modelli regressivi, in «Studi Economici», n. 2,
Angeli, Milano, 1974, pp. 109-123.

’7 La metodiche funzional e je stade descrivude in
maniere organiche pe prime volte di Frisch (1936)
che al a definit i indi¢s de metodiche distributive
e agregative cence significdt economic, stant che
si fondin su ipotesis che a puedin jessi fatis buinis
de teorie economiche dome intun periodi curt,
parce che i sogjets economics a reagjissin a ogni
variazion dai presits mudant la composizion dai
16r consums e vice versa.
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8 Za cui prins contribiits di Koniis, la meto-
diche funzional e a fat riferiment ai assiomis di
compuartament dal consumadér che si puedin
ricondusi ae teorie ordenal paretiane, indula che
un consumador si dis razional se al agjis in rispiet
a chescj assiomis: transitivitat, sielte, continuitat,
no sazietat e diferenziabilitat. Si viodi par esem-
pli: H. Wold, Demand analisys, Wiley, New York,
1953 e P. Samuelson, Fondamenti di analisi econo-
mica, 1l Saggiatore, Milano, 1973.

%% Tai stes agns che Fisher (1922) al cjate un sche-
me metodologjic li che la sielte jenfri lis diviersis
tecnichis di misurazion dai presits e pues jessi
fate dome su basis logjichis e formals e cence
riferiment ae teorie economiche, Koniis al pro-
pon un scheme concetual contrari ma parimentri
gjeneral, introdusint i indigs a utilitat costante in-
tun sag dal 1924, che al & stit publicat par intir
in Ocident dome tal 1939. Cfr. A.A. Koniis, The
problem of the true index of the cost of living, in
«Econometrica», vol. VII, 1939, pp. 10-29.

40'Si sa ben che i indics proponiits di Koniis, aben
che origjinai di un pont di viste logjic e formal, a
fasin riferiment a cualchi intuizion preseabile di
C. Gini sul podé di acuist de monede in sens fisic
e economic, cemit che Konis stes al a ametfit.
Cfr. C. Gini, Quelques considérations au sujet de
la constrution des nombres indices des prix et des
questions analogues, in «Metron», vol. IV, n. 1,
1924, pp. 3-162 e C. Benedetti, Scambio di idee sui
numeri indice e sulla probabilita con A.A. Koniis,
in «Metrons, vol. XLIL, n. 1-2, 1984, pp. 445-495.
4 Lindig di Kontis-Laspeyres al marche di trop che
si a di moltiplica il redit disponibil al timp base par
che il consumadoér al puedi vé un redit che i perme-
ti di riva al timp di riferiment cu la stesse utilitat dal
timp base cu la minime spese; Koniis stes al dimo-
stre che il «vér» indi¢ dal cost de vite si cjatilu den-
tri di un interval delimitat dai indi¢ di Koniis-Paa-
sche e Koniis-Laspeyres. Si viodi par esempli: C.
Benedetti, Teorie e tecniche dei numeri indici, in
«Metron», vol. XXII, n. 1-2, 1962, pp. 55-62.

2 PA. Samuelson, S. Swamy, Invariant economic
index numbers and canonical duality: survey and
synthesis, in «The American Economic Review»,
vol. LXIV, n. 4, 1974, pp. 566-593.

# LR. Christensen, D.W. Jorgenson, L.J. Lau,
Conjugate duality and the trascendental logarith-
mic production function, in «<Econometrica», n. 3,
1971, pp. 255-256.

4 Par 1 insot ae forme e ae aplicazion de funzion
di utilitat di Geary e Stone si viodi par esempli:
W.E. Diewert, The economic theory of index
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numbers: a survey, in A. Deaton, Essays in the
theory and measurement of consumer bebavior,
Cambridge University Press, London, 1981, pp.
163-208.

# Cemiit che o savin, a son stats proponfits an-
cje tentatifs di costrui dai numars indics dal cost
de vite cence fa riferiment a une funzion di sodi-
sfazion particolar, par evita I'arbitri che al ven di
cheste sielte, dant al stes timp risultats di aplica
a soluzions reals efetivis. Benedetti par esempli,
doprant i assiomis de teorie paretiane al costruis
un indi¢ dal cost de vite minimizant la distance
Euclidee: d(g,6) = ¥, [(b, — q,)*1"2, indula che &
al rapresente il vetdr des cuantitats che a sares-
sin ideals pal consumadér ma che no ur rive par
colpe dal vincul di belang. Si viodi par esempli:
C. Benedetti, Un modo di eludere la scelta a priori
della funzione di soddisfazione nella costruzione di
un indice del costo della vita purtuttavia basato su
criters ottimali, in «Metrons, vol. XXIV, n. 1-4,
1965, pp. 415-432.

% R. Plouts, An axiomatic approach to index num-
bers, in «Review of the International Statistical
Institute», vol. XXXIV, n. 2, 1966.

4 W. Eichhorn, ]J. Voeller, Theory of the price
index, Springer, Berlin-Heidelberg-NewYork,
1976.

% W. Eicchorn, R. Henn. O. Opitz, R.W. Shep-
hard, Theory and applications of economic indices,
Phisica, Wiirzburg, 1978.

11 contribiit di Martini, in plui di ufri une analisi
puntual e complete des proprietats assiomatichis,
derivadis e desideradis dai numars indigs, al da
ancje une claf di leture unitarie par supera lis me-
todichis che a jerin stadis proponudis, stant che al
definis ex ante lis proprietats essenzials che a an di
jessi sodisfatis di un numar indi¢ par che si puedi
definilu cussi. Tal stes lavors e je proponude une
formule gjeneral dai indics bilaterai dai presits,
P(x, y), che e je costruide in funzion dai presits,
des cuantitats e dai doi parametris x e y cjapats
dentri jenfri 0 e 1. I’Autdr al 2 ancje provat che al
cambia di x e y si definissin i unics indigs bilaterai
che, cui cofatdrs rispetifs, a sodisfin la proprietat
de comensurabilitat, de omogjeneitat di prin grat,
de identitat e de associativitat. Cfr. M. Martini, I
numeri indice in un approccio assiomatico, Giuf-
fre, Milano, 1992.

0 Si viodi par esempli: W. Eichhorn, Fisher’s te-
sts revisited, in «Econometrica», n. 44, 1976, pp.
247-256.

1 Cfr. 1. Fisher, The purchasing power of money,
Mac Millan, New York, 1911.
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2 Cfr. G. Haberler, Der Sinn der Indexzablen.
Eine Untersuchunsg iiber den Begriff des Preisni-
veaus und die Methoden seiner Messung, Tiibin-
gen, 1927.

> Cfr. A. Wald, Zir Theorie der Preisindexzif-
fern, in «Zeitschrift fiir Nationalokonomie», n. 8,
1937, pp. 179-219.

>4 Cfr. S. Swamy, Consistency of Fisher’s tests, in
«Econometrica», vol. XXXIII, n. 3, 1965, pp.
619-623.

> Cfr. PA. Samuelson, S. Swamy (1974), op. cit.
¢ In plui dal lavdr fondamental e za citat dal
1936, al va ricuardat che bielza tal 1930 Frisch al
veve frontat il probleme de inconsistence dai test
di Fisher. Cfr. R. Frisch, Necessary and sufficient
conditions regarding the form of an index number
which shall meet certain of Fisher’s test, in «Jour-
nal of the American Statistical Association», vol.
XXV, December 1930, n. 25, pp. 397-406.

7 Cfr. L. Drechsler, Weighting of index numbers
in multilateral international comparisons, in «The
Review of Income and Wealth», series 19, n. 1,
1973, pp. 17-34.

%8 Cfr. M. Nagumo, Nota in «Japanese Journal of
Mathematics», vol. VI, n. 1, 1930, p. 71.

> Cfr. A. Kolmogorov, Sur la notion de moyenne,
in «Rendiconti dei Lincei», 2° semestri, fassicul
9, 1930.

% Cemit che si sa, il contribiit di de Finetti al &
stat influencat des osservazions di Chisini su la
definizion di medie. Cfr. O. Chisini, Su/ concetto
di media, in «Periodico di Matematiche», vol. II,
1928, pp. 106-116.

¢! Cfr. C. Walsh (1901), op. cit.

¢ A.C. Pigou, Wealth and welfare, Macmillan,
London, 1912.

% 1. Fisher, The best form of index number, in
«Quarterly Publications of the American Statisti-
cal Association», March 1921, pp. 533-551.

4 C. Walsh, The problem of estimation, P.S. King
and Son, London, 1921.

© A. Young, The measurement of changes of the
general price level, in «The Quarterly Journal of
Economics», Volume 35, Issue 4, 1 August 1921,
p.572.

% G.R. Davies, Introduction to economic statistics,
The century Co., New York, 1922.

7 A. Wald, A new formula for the index of cost
of living, in «Econometrica», vol. VII, n. 4, 1939,
pp. 319-331.

% G. Stuvel, A new index number formula, in
«Econometrica», vol. XXV, n. 1, 1957, pp. 123-
131.

225

% K.S. Banerjee, A factorial approach to construc-
tion of true cost of living index and its applica-
tion in studies of changing in national income, in
«Sankhya», vol. XXIII, 1961, pp. 297-304 ¢ K.S.
Banerjee, On the factorial approach providing
the true index of cost of living, Vandenhoeck &
Ruprecht, Géttingen, 1977.

70 Wald al dimostre che 'indi¢ «vér» dal cost de
vite si cjatilu dentri di un tetraedri individuat des
cubiis di ponts g,,4,,€ 9,4, che si cjatin su lis
curvis di Engel C?” e C” e individuats de interse-
zion cu lis retis di belang dal timp base e di riferi-
ment. Une tratazion esauriente des carateristichis
e des proprietats dal indi¢ di Wald e je stade pro-
ponude di Ulmer, Benedetti e Banerjee. Cfr. M.J.
Ulmer, The economic theory of cost of living index
numbers, Columbia University Press, New York,
1949, pp. 81-93; C. Benedetti (1962), op. cit., pp.
72-74 e K.S. Banerjee, Cost of living index num-
bers, Marcel Dekker, New York, 1975.

"1 concet di utilitat margjinal aplicade ai numars
indigs al ¢ stat propontit pe prime volte di C. Gini
che al 2 marcit che angje se al & un cualsisei scambi
jenfri monede e bens e/o servizis, I’element che al
sta pardabon ae base di dutis lis transazions e che
al ¢ il riferiment par formula un judizi su la conve-
nience di une operazion economiche e je la utilitat
dal ben o dal servizi ogjet di scambi. Il podé di acu-
ist de monede, par chel che si a dit, al ¢ misurat de
cuantitat fisiche di ben che une unitat di monede e
pues compra, intant che il podé economic di acuist
de monede al ¢ dat de utilitit economiche dal ben
o dal servizi che la unitat monetarie e permet di oti-
gni e duncje de utilitat margjinal moltiplicade pes
cuantitats compradis. Cfr. C. Gini (1924), op. cit.
72 Par defini il so indig «vér» dal cost de vite, Wald
al ipotize che g/, si cjati intun intor di g, di mdt che
si verifichi ¥, p,;, ¢, = ¥, P4y intant che ¥, p,q,,
=Y.

7 Cemfit che si sa, Frisch cul metodi de «dople
spese» al rive a otigni i stes risultdts di Koniis
doprant un resonament contrari che al partis de
ipotesi che la funzion di utilitdt dal consumadér
razional e sedi cuadratiche e svilupabil in serie di
Taylor. Cfr. R. Frisch (1936), op. cit.

™ Si viodi par esempli: W.E. Diewert, Exact and
superlative index numbers, in «Journal of Econo-
metrics», vol. IV, 1976, pp. 115-145.

” Cemiit che si sa, i prins tentatifs par cirl une
reinterpretazion dai numars indics dai presits de
metodiche distributive e di ché agregative in claf
funzional a son stadis fatis di Koniis tal 1958. Cfr.
A.A. Koniis, Consumer price indexes and demand
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functions, in «Review of the International Statisti-
cal Institute», vol. XXVI, n. 1-3, 1958, pp. 29-36.
76 La reinterpretazion in claf funzional dai indigs
de metodiche distributive e di ché agregative
midiant des relazions di conversion, fale tai cas
degjeners o particolars, e individue i ponts di
tangjence dal plan de spese cu la estension di
indiference. In plui de determinazion di cheste
estension, par che si vedi un indi¢ «vér» bisu-
gne che la estension stesse e sedi convesse viers
i as positifs des cuantitats, lant a individua cussi
i vetdrs-cuantitat otimai. Si viodi par esempli: C.
Benedetti, Ricerche su un tipo generalizzato di in-
dice del costo della vita, in «Metrons, vol. XXVII,
n. 3-4, 1969, pp. 3-40.

7 Dindi¢ proponiit di Dudot al veve par fin la
dimostrazion che la incressite des tassis vie pal
ream di Luigi XIV e jere plui aparente che real e
a poie de s6 tesi, dopo di vé&ju rindiits omogjeneis
in maniere cualitative, al 2 confrontat i redits totai
di Luigi XII, Francesco I, Enrico II, Carlo IIT e
Luigi XV. Cfr. T. Dutot, Reflections politiques sur
les finances et le commerce, Prevost, Aja, 1738.

8 Considerant h bens di consum, se (g, ¢, ...,
g,) a indichin lis cuantitats rispetivis ancjemd no
fissadis ma compatibilis cul vincul di belang di un
consumadér razional, il vetor b= (b, b,, ..., b,) al
rapresente lis cuantitits dai » bens che a risultin
jessi «idedi» ma che no si rive a compraju parcé
che il redit disponibil nol & suficient. Al sara dun-
cje 0 < g, < b, ricuardant che tal cas dal indi¢ di
Dutot lis b, a son dutis compagnis tra di 16r. Par
altris aprofondiments, si viodi par esempli: C. Be-
nedetti (1969), op. cit., C. Benedetti, Vecchi e tra-
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dizionali indici dei prezzi ricondotti a moderni in-
dici funzionali a costante utilita, in «Metron», vol.
XXX, n. 1-4,1972, pp. 67-86 e A. Gardini, Alcune
considerazioni sui fondamenti economici dei nume-
ri indici dei prezzi, in «Atti della XXXII Riunione
Scientifica della Societa Italiana di Statistica», vol.
11, Sorrento, 1984, pp. 383-394.

" W. Leontief, Composite commodity and the
problem of the index numbers, in «Econometri-
ca», vol. IV, 1936, pp. 39-59.

8 Une soluzion che e meti adun i problemis che
a nassin cuant che a une stesse formule di calcul
e corispuint plui di une teorie di compuartament
dal consumadér e je stade proponude di Diewert
cu la introduzion dai indigs superlatifs che a co-
stituissin une ripropueste in ambit economic di
indigs cu lis carateristichis dal indi¢ «ideal» di Fi-
sher. Si viodi: W.E. Diewert (1981), op. cit.

81 La ricercje di gjeneralizazions midiant di formu-
lis aprossimadis no je specificade de impostazion
dade di Dieweert tal 1976, parce che la estension
in serie di Taylor de funzion di utilitat e la defi-
nizion di indigs corispondents dai presits apros-
simats e jere une metodologjie cetant doprade a
taca dai agns Vingj, cuant che Bowley (1928) al
rigjava un indi¢ ponderat cu lis cuantitats mediis
consumadis in doi periodis.

8 Dindic di Fisher al gjolt di une altre proprietat
rispiet ai altris indigs «superlatifs» parcé che al &
I'unic coerent cu la teorie des preferencis rigja-
vadis indicant in maniere corete la variazion dai
presits e des cuantitats ancje se la funzion di pre-
ference no je omotetiche. Si viodi par esempli:
W.E. Diewert (1976), op. cit.
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