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Costruzion esate di trafs cun carics
di ponte predefinits

ANTONINO MORASSI*

Ristret. L’articul al ilustre un procediment analitic pe costruzion esate di trafs
di Eulér-Bernoulli cun valors assegnats pai prins N carics di ponte. Il risultat
si apliche a trafs incernierats aes estremitats e a trafs cun rigjidece flessionél
costante. La analisi si fonde suntune riduzion dal probleme di stabilitat a un
probleme ai autovalérs par une cuarde vibrante, e e dopre risultats resints su la
costruzion di operadoérs di Sturm-Liouville cun frecuencis naturals assegnadis.

Peraulis claf. Carics di ponte, trafs, Leme di Darboux, operadors cuasi-isospe-
trai, problemis inviers.

1. Introduzion. Intun lavor resint (Calio et al., 2011) i autors a an mo-
strat cemit costrui fameis di trafs di Eulér-Bernoulli che a vedin la stesse
secuence infinide di carics di ponte rispiet a un dat traf cun vincui tes
estremitats specificats. Chescj trafs a son stats clamat isobuckling, ven
a di cun ducj i carics di ponte compagns.

La ricercje svilupade in (Calid et al., 2011), dut cés, no a sclarit
se al sedi pussibil costrui un traf di Eulér-Bernoulli che al vedi valors
assegnats precis pai prins N carics di ponte. In cheste note o intindin
da une rispueste positive ae domande parsore e, sot ciertis cundizions, o
presentin un procediment costrutif esplicit par risolvi il probleme inviers.

Il nestri risultat al e valit par trafs incernierats aes estremitéats, cun
caric assial di compression costant e coeficient di rigjiditat che al varie
secont une funzion regolar. La analisi si fonde suntune riduzion dal
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probleme di stabilitdt a un probleme ai autovalors ecuivalent par une
classe di cuardis fissadis ai doi cjavegs, e e adate risultats resints su la
costruzion precise di operaddrs di Sturm-Liouville in forme canoniche
cun frecuencis naturls assegnadis, cfr. (Morassi, 2015). In particolar, il
strument matematic principél si fonde suntun classic leme di Darboux
(Darboux, 1882), che al permet di costrui in forme esplicite fameis di
operadors di Sturm-Liouville che a condividin i stes autovalors di un
operador di Sturm-Liouville dat, cu la ecezion di un unic autovalér che
al & libar di movisi intun interval assegnat. Chescj operadors a son
claméts operadors cuasi-isospetrdi. Cun di plui, la analisi ilustrade in
(Morassi, 2015) e je doprade par determina cuardis corispondentis ai
operadors cuasi-isospetrai di Sturm-Liouville e, ae fin, par cjata trafs
cuasi-isobuckling rispiet a un ciert traf dat.

2. Instabilitat elastiche di un traf e probleme di cuardis ecuivalent.
Considerin un traf elastic dret e sutil sogjet a un caric assial di com-
pression costant P, P > 0. Il probleme di stabilitat al ¢ guviernat de
ecuazion di Eulér-Bernoulli-Kirchhoff (cfr. (Love, 1944))

& <El(x)d2v(x)> Lplee) o 0,L),  (2.1)

dx? dx? dx?

dula che v = v(z) al ¢ il spostament lateral dal as dal traf te sezion de
absisse x valutat tal plan principal di curvadure. Inte ecuazion (2.1), E
al ¢ il modul di Young dal material, E = costant > 0, e [ = I(z) al
é il moment di inerzie de sezion dal traf riferit a un as principal che al
passe pal baricentri de sezion. In particolér si ocuparin di trafs dula che
I(x) al & une funzion simpri positive, diferenziabile cun continuitat fint
al secont ordin, di z in [0, L], val a di

I(x) > 1y >0, z€0,L], IecC?*]0,L]). (2.2)

Suponin che il traf al sedi incernieriat aes estremitats ( Pinned-Pinned, P-
P). Il probleme di stabilitat al consist tal risolvi il probleme ai autovalors

£ ()52 + 2 —0, 2 e (0,1), (2.3)
v(0) = G =0, s

2’U .
U(L) = ddz(2L) =Y
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dula che
A= 2.6

Cun chestis ipotesis, e je une secuence di carics di ponte { P,;, = )\?nE}%:l
cun
O<P <Py<.., lm P, =o0, (2.7)

m—ro0

di mit che (2.3)—(2.5) a an une soluzion no banal v, = vy, (z), m > 1.
Cheste secuence e je il spetri di instabilitdt dal traf incernierat e o scrivin

{Ant=1 = BSp(I(2); P — P). (2.8)

La proposizion chi sot e aferme la ecuivalence jenfri il probleme ai au-
tovalors (2.3)-(2.5) e il probleme de vibrazion libare di une famee di
cuardis tiradis.

Proposition 2.1:
Se {)\2 v(z)} e je une autocubie di (2.3)~(2.5) dula che I = I(x) a
sodisfe (2.2), alore {\?,v(z)} e je une autocubie di

Pl L \2p(x)o(x) =0, =€ (0,1L), (2.9)
v(0) = 0 = v(L), (2.10)

cun 1
p(x) = Tw € [0, L. (2.11)

Vice versa, se {\?,v(x)} e je une autocubie di (2.9)~(2.10), alore {\?, v(z
e je une autocubie di (2.3)—(2.5).

Il probleme ai autovalors (2.9)—(2.10) al descrif la vibrazion libare,
infinitesimal, trasversal di amplece v = v(z) di une cuarde di frecuence
A e densitat di masse p = p(z), p € C?([0,L]) e p(z) > po > 0 in [0, L].
La cuarde e je tirade cun tension unitarie, e a lungjece L e e je fissade ai
doi cjavegs. Dimostrazion de Proposizion (2.1) e je presentade in (Calio
et al., 2011) (Proposizion 1).
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3. Costruzion di trafs cun carics di ponte assegnats. Ponin che n,
n > 1, al sedi assegnéat. La nestre metodiche si fonde su la costruzion
esplicite di un gnaf traf incernierdt P-P cuasi-isobuckling rispiet al traf
dat, ven a stai un traf cun I = I(x) che al vedi chei stes carics di ponte
dal traf dat I = f(m), cu la ecezion dal caric di ponte n-esim. Di fat,
mantignint fis ducj i autovalérs A2, cun m # n e movint 'autovalor n-
esim A2 al valor desiderat, che o clamarin A2, e ripetint la procedure
plui voltis, dopo N pas o varin costruit un traf cui prins NV autovalors
assegnats {\2,}V_, e la costruzion e sara completade.

I pas principai de costruzion di trafs incernierats P-P cun I = I(x),
cuasi-isobuckling rispiet a un traf incernierat dat cun T =1 (z), a son
indicats chi sot.

Pas 1. Il probleme ai autovalors de cuarde (2.9)—(2.10) al & ridusit
ae forme canoniche di Sturm-Liouville cuntun potenzial di Schrédinger
q (cfr. Sezion 3.1).

Pas 2. 1l Leme di Darboux (cfr. Zonte) al & doprat par costrui fameis
esplicitis di potenziai di Schrodinger g cuasi-isospetrai al potenzial inizial
q (cfr. Sezion 3.2).

Pas 3. Il Leme di Darboux al ¢ doprat une seconde volte in forme
iterade par cjatd densitats di masse des cuardis corispondentis ai poten-
7zial cuasi-isospetrai ¢ (cfr. Sezion 3.3).

PAs 4. In fin, la ecuivalence afermade te Proposizion 2.1 e je doprade
par cjata trafs incernierats P-P I = I(z) cuasi-isobuckling rispiet al traf
incernierat inizial cun I = I(z) (cfr. Sezion 3.4).

I pas 1-4 a saran analizéts tes sotsezions seguitivis.

3.1 Riduzion ae forme canoniche. Che al sedi assegnat un traf in-
cernierat (P-P) cun I = I(z), che al sodisfi lis cundizions (2.2). 1l spetri
di instabilitat di chest traf al ¢ {A2,}%_, = BSp(I(z); P — P). Indichin
cun {p(z)} la cuarde corispondente fissade aes estremitats (F-F) come
definide te Proposizion 2.1, cuntun spetri {X?n >, =Sp(p(z); FF — F).
La trasformazion di Liouville

5<x>=; /0 (P(s)/2ds, p= /0 (3(s))V/2ds, (3.1)
L2
YE) = TO(a), a'(e) = (). (3.2)
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e ridis il probleme ai autovalors (2.9)—(2.10) (cun p rimplagat di p) par
{22,v(z)} ae forme canoniche di Sturm-Liouville

U+ fiy(&) = q©)y(©), €€ (0,1), (3.3)
y(0) = 0=y(1), (3.4)

dula che l'autovalér fi e il potenzial g(¢), § € C°([0,1]) a son definits
tant che
1 d%a()

5 a0 S0, (3.5)

=752 g6 =

3.2 Potenziai cuasi-isospetrai. Lant dair de analisi svilupade in (P6sche
& Trubowitz, 1987), si puedin costrul in maniere esplicite fameis di op-
eradors di Sturm-Liouville L = —% + q(£), cun potenzial ¢(&) cuasi-
isospetral al potenzial ¢(&) sot cundizions al contor di Dirichlet. La
analisi si fonde sul Leme di Darboux descrit te Zonte; chi o ricuardin
dome il risultat principal. Introdusin cualchi notazion. Che n, n > 1 al
sedi un numar dat e ¢t € R al sedi tal che

pin—1(q) < pn(@) +1 < pn11(7), (3.6)

cun 19(¢) = 0. Indichin cun ¢;; il simbul di Kronecker. Par 1 € C, ponin
che y; = v:(&,q, 1), i = 1,2 e sedi la soluzion al probleme di valor inizial

yi + oy = qyi, v € (0,1), (3.7)
yi(0) = da, (3.8)
y;(0) = iz, (3.9)

e indichin cun wy, = wy, (&, q, 1) la soluzion a

wn(0) =1, (3.11)
wn (1) = y1(1, pns Q) (3.12)
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par i # p, (notin che la funzion w, e a une singolaritit rimovibile cun
(= fip). Che al sedi

dZn(f, a\) _ dwn(€7 av M)
d¢ 3

dula che z, e je la autofunzion n-esime di (3.3)—(3.4) e (-) = %2. Par

zn(€,Q) (3.13)

Wn(ga (/I\a /,L) = wn(ﬁ,@ :UJ)

ogni ¢ € C°([0,1]), la funzion w, = w,(&,q, 1), n > 1, e je une funzion
continue e simpri positive par [0,1] X (pn—1(9), tn+1(q)). Cun di plui,
wy, e je une funzion C2de variabile € in [0, 1]; cfr. (Pdschel & Trubowitz,
1987). O definin wy, s = w(§, q, pin + 1) € wpt = w(&, G, pn + 1).

Daiir de notazion parsore, par ogni dat n, n > 1, e cun t che al sodisfe
la (3.6), si pues dimostra che il potenzial

2

N d
q(§) =q(§) - 2@(lnwn,t(§)) (3.14)
al & ducj i stes autovalors dal potenzial g(&), cu la ecezion dal autovalor
n-esim, che al & un valor p,(q) = pn(q) +t. Cun di plui, lis autofunzions
{km.t}oo_, associadis a ¢(§) a an chestis espressions esplicitis

3
kmt = 2m — twn’t/ Zm(8)zn(s)ds, parm >1, m#mn,  (3.15)
Wnt Jo
kg = -2 (3.16)
Wnt

)

3.3 Cuardis cuasi-isospetrals. I autovalors {fi,,} di (3.3)(3.4) a an la
forme asintotiche

fim = (mm)? + O(1), par m — oo, (3.17)

cun 5(1) grandece limitade par m — oo. Duncje, se lis doés cuardis
{p(z)} e {p(x)} a son cuasi-isospetrals, val a di A2, = A2, par ogni
m # n, dula che n > 1 al & un numar dat, alore, par m grant,

PPN = (mm)2 4+ 0(1), p*A2, = (mm)?+0(1), (3.18)

di mat che
P =7’ (3.19)
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Cumo, par cjatd une cuarde fissade {p(x)} cuasi-isospetral a une cuarde
fissade dade {p(x)}, o vin prin di cjatd une funzion a = a(§) corispon-
dente al gnif potenzial cuasi-isospetral ¢ = ¢(§) dat di (3.14), ven a
jessi

d*a(§)

dg?

cun a = a(§) dal stes segn in [0,1]. Une dople aplicazion dal Leme di
Darboux e puarte a cheste espression esplicite par a:

Wn,t (f)
HnWn,t (5)

= q(§)a(§), (3.20)

a(§) =a(g) —t [zn,al(€), n =1, (3.21)
che si viodi (Morassi, 2015) pai detais. In particolar, si pues dimostra
che a = a(¢) dade de (3.21) e je une funzion C2dal stes segn in [0, 1] par
ogni ¢ che al sodisfi la (3.6).

Par completa la costruzion di cuardis cuasi-isospetrals, o invertin la
trasformazion di Liouville (3.1)-(3.2), ven a di

L (¢ ds L ds
x@:KKLﬂW K:Aa%y (3.22)

~2 172
o) = U8, plo) =T ate), (323)

e il probleme ai autovalors di Sturm-Liouville (3.3)—(3.4) (cun ¢(§) rim-
placat di ¢(§)) al é trasforméat di gnif intun probleme ai autovalors de
cuarde

TH + N2p(a)u(z) =0, @ € (0,L), (3.24)
v(0) = 0 = v(L). (3.25)

Di conseguence, lis dos cuardis {p(z)}, {p(z)} de stesse lungjece L, fis-
sadis aes estremitats e sogjetis a tension unitarie, a son cuasi-isospetrals.
Cun plui precision, assegnat un numar n, n > 1, o varin A2, (p(z)) =
A2 (p()) par ogni m > 1, m # n, e I'autovalor n-esim A2 (p(z)) al & leat
a A2 (p(x)) par miec di (3.6).
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3.4 Costruzion di trafs cuntun numar finit di carics di ponte. In cheste
sezion o completarin la dimostrazion dal risultat principal dal articul.
La analisi e va dafir di ché svilupade in (Morassi, 2015) (Sezion 5) pe
determinazion di fameis di trafs cun frecuencis naturals assegnadis.
Considerin un traf incernierdt cun Iy = Ip(z) e carics di ponte
{2, (Ip)}°_; (par esempli, autovalors di (2.3)—(2.5) cun I(z) rimplagit
di Ip(z)). A parti di chest traf incernierat, o intindin costruint un secont

che al vedi valors assegnats pai prins N, N > 1, carics di ponte {X%l N
cun L N
0<AM <A <..<)y. (3.26)

Seguint la analisi des sezions precedents, a parti dal traf Ip(z) o costruin
un altri traf I1(z) di mat che A\2,(I1) = A2, (1) par m > 2, e che \}(I1)
al coincidi cul valor desiderat X% In particolar, indicant cun ag(§) la
funzion a(§) che e comparis in (3.2) (e che e corispuint al prin traf Iy(z)),
la funzion a; = a;1(€) associade al gnaf traf I;(z) e je dade di (3.21):

w1 4(§)
1 (Lo)wr, e (€)

dula che lis funzions wy (), wi+(£) a son definidis, tal ordin, in (3.10)—

(3.12), (3.13), cun q(&) rimplacat di qp(§) = aol(g) d2§§2(§). In plui, p, e
Am @ son leadis tant che in (3.5), e t e sodisfe (3.6). Se p1 < pa(lp),
o podin rigjava ¢, par esempli ¢ = t1, di mat che pi(I1) = py. Il gnaf
traf I1(x) al a carics di ponte (o autovalors) {X%, M (1o), A3(Ip), ...}, cun
0 < A2 < Xl < M(Ip) < ..., e al pues jessi doprat come pont di
partence pal prossim pas de costruzion.

Ripetint i resonaments parsore, e tratant che gy < ps(ly), o podin
modifica I; in maniere di mantigni A2, (1) fisse par m # 2 e movi A\3([;)

a1(§) = ao(§) —t [21({0), ao(§) (3.27)

al valor desiderat X%, cjapant

—a _ w27t2(§) 2 a
az(§) = a1(§) tQMQ(Il)UJ2,t2(§)[ o(I1), a1](§), (3.28)
dula che
t2 = ﬁQ — /,LQ(IO). (3.29)

[ carics di ponte dal traf incernierat Iz(z) (associats a az(§)) a son duncje
{2,023, \3(1p), A3 (Ip), ...}. Rifasint cheste procedure plui voltis, dopo N
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pas o varin un traf cun coeficient Iy (x) tal che
A2 (In) = N2, par 1 <m < N, (3.30)

e la costruzion e je completade. Al é clar che la sielte dal traf iniizial
Ip(z) e je limitade des cundizions

X < N(Io), A3 < A5(To), s Aoy < AN(T0), A < A (To),
(3.31)
che nus permetin di determiné in maniere univoche i numars t1, to,
tn cun espressions analighis ae ecuazion (3.29).

O segnalin che la costruzion parsore no je uniche, stant che il passag
dal traf inizial Iy a un traf cun valoérs assegnéats pai prins N carics di
ponte e dipent di in ce ordin che si movin i singui autovalérs rispiet al
valor che si vil riva. Si che duncje, lis cundizions (3.31) tal prin traf I
a puedin muda datr de secuence dai cambiaments di autovalor.

In fin, o rimarchin che i resonaments fats fin cumo a puedin jessi
adatats a altris tipologjiis di vincui aes estremitats. Di fat, datr de
Proposizion 2 di (Calio et al., 2011), la ecuivalence tra il probleme di
stabilitat dai trafs e il probleme ai autovalérs des cuardis afermade te
Proposizion 2.1 e pues jessi slargjade a situazions dula che un traf, par

esempli, al vedi a man ¢ampe une estremitat incernierade e a man drete

un vincul scorevul, par esempli, (L) = 0 e (I%) (L) = 0. La

corispondence e colegara lis estremitats incernierade e mobile dal traf
aes estremitats, tal ordin, fisse e libare de cuarde.

ceey

4. Conclusions. In chest articul o vin considerat il probleme di cemt
costrui trafs di Eulér-Bernoulli che a vedin valérs assegnits pai prins
N carics di ponte, sot cundizions al contor specificadis. La analisi si
fonde sul fat che il probleme di stabilitdt par un traf incernierat al é
ecuivalent al probleme ai autovalors par une cuarde vibrante fissade aes
estremitats. Il pont claf de procedure e je la determinazion des cuardis
cuasi-isospetrals, ven a di cuardis cun densitat di masse diferente che a
an il stes spetri de cuarde di partence, cu la ecezion di un dat autovalér
che al ¢ libar di varid intun interval assegnat. Sistemis cuasi-isospetrai a
vegnin po dopo rigjavats midiant de aplicazion apropriade di un Leme di
Darboux, vint ridot la ecuazion de cuarde ae forme canoniche di Sturm-
Liouville. La procedure di ricostruzion e domande che al sedi specificat
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un traf inizidl cun carics di ponte che a sodisfin ciertis cundizions di
interrelazion cui carics di ponte assegnats. Un aspiet teoretic ancjemo
viert e che al valarés la pene di studia e je la caraterizazion dai trafs
sielzilits come pont di partence de procedure.

5. Zonte. In cheste zonte o ricuardin il Leme di Darboux.

Lemma 5.1:
[(Darbouz, 1882)] Che p al sedi un numar redl, e g = g(§) une soluzion
no bandl de ecuazion di Sturm-Liouville

—g" +q9 = pg, (5.1)

~

cun potenzidl continui ¢ = q(&). Se f e je une soluzion no bandl di

=" +af=Af (5.2)
e X\ # p, alore
1 1
y=—lg.fl=-(gf —d'f 5.3
J ] g( ) (5.3)
e je une soluzion no bandl de ecuazion di Sturm-Liouville
' +ay =Xy, (5.4)
dula che
j=q—2(In(g(¢))". (5.5)
Cun di plui, la soluzion gjenerdl de ecuazion
~y"+ay =y (5.6)
e je
1 &,
y= p <b1 + bg/ g (5)d8> , (5.7)
0

dula che by e ba a son costantis arbitrariis. In particoldr, y = % e je une
soluzion di (5.6).

Si & di tigni presint che se g si anule in [0, 1], alore la ecuazion (5.4)
e je vere jenfri lis lidris di g. Chestis situazions particolars si risolvin se
si apliche il Leme di Darboux dos voltis.
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