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Une justificazion rigorose aes formulis di
progjetazion pe torsion in profilats sutii

CESARE DAVINI® & ROBERTO PARONI' & ERIC PUNTELH®

Ristret. Sioten, midiant di une derivazion cetant direte, il I'-limit pal probleme
da la torsion su di un profil retangolar sutil cuant che il spessor al tint a zero.
A son calcolats i sfuargs limit e la nature distribuzional di une des componentis
di sfuarg e je metude in clar.

Peraulis claf. Torsion,trafs a parét sutile,metodiche asintotiche,I’-convergjence.

1. Introduzion. Come che ben si sa, soluzions esatis pal probleme da la
torsion a son disponibilis dome par pocs cas specidi. Soluzions analitichis
a son stadis buridis fir pe prime volte di de Saint-Venant tal 1855 [4] par
sezions di gjeometrie semplice come elissis e retangui. Altris metodis di
soluzion, plui o mancul gjenerals o facii di aplica, a forin introdustits tal
secul seguitif. O rimandin al datat ma interessant articul di Higgins [6]
par une recension esaustive su la cuestion.

Ancje cuant che a son disponibilis pero, lis soluzions in forme sier-
ade a son dificilmentri dopradis te pratiche inzegniristiche cuotidiane,
e si preferissin invezit formulis prossimadis di progjetazion; chest al &
specialmentri il cas par lis trafs in parét sutile, cilindris snei vint sezion
componude di elements di spessor trascurabil rispiet a la lungjece de lor
linie mezane, che a son une vore impleadis par il 16r favorevul rapuart
jenfri pés e rigjidece.
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Chest lavor al considere la istance plui sempli¢ pussibil di profilat
sometlt a torsion: ché di un retangul sutil. Par chest cas, i sfuargs
torsionai otignits midiant di une formule prossimade a dan cont dome di
metat dal moment stuarzint efetivementri agjent, come rimarcat bielza
di Kelvin e Tait [7]. Chescj autors a calcolarin il limit de soluzion in serie
al tindi a zero dal spessor e a atribuirin la metat mancjant dal moment
stuarzint a trazions (fuarcis par unitat di superficie) nulis dapardut fur
che a distance “infinitementri pigule” dai lats curts dal retangul.

Al & pussibil stabili la validitdt di une formule prossimade cence
vé di dopra o cognossi la soluzion analitiche par un spessor finit. Par
chel che o savin, i prins a falu pal nestri cas a forin Rodriguez e Viano
[13, 14], che a studiarin il compuartament al limit des soluzions da la
ecuazion di Poisson par mie¢ di tecnichis di analisi funzional. Studiant
i problemis di Dirichlet e Neumann associats a la torsion di une sezion
sutile, a cjatarin la funzion dai sfuargs limit e ancje 'ingobament limit.
La 16r tratazion strucade no discut pero i sfuargs limit (che si otegnin
par derivazion des funzions parsore). Dell’Isola e Rosa [5] invezit a an di
resint doprat il metodi des espansions asintotichis par calcola i prins tré
tiermins da la espansion lassant di bande la discussion da lis proprietats
di convergjence.

Achi o scrutinin une alternative basade su la I'-convergjence che e
stabilis la validitat di risultats asintotics, includits i sfuarcs, su fondis
rigorosis.

Tai ultins agns la I'-convergjence e je stade une vore aplicade intune
varietat di problemis mecanics. Par restd dongje dal probleme achi
scrusignat, la I'-convergjence e je stade doprade par furni justificazion
[1, 8], estension e formulazion [2, 11] di modei struturai caraterizats
de riduzion dimensional. Par chel che al inten la torsion, o ricuardin la
deduzion des formulis di Bredt par sezions cun celis ugnulis [9] e multiplis
[10] furnide di Morassi.

In struc, o formulin il probleme da la torsion in forme variazional
suntun retangul doprant la funzion dai sfuargs di Prandtl. Stant che
il spessor dal retangul al scjale, o ben al dipent in maniere liniar, di
un parametri €, o riscjalin il domini dal probleme in mit che al vedi
dimensions fissis e o calcolin il I'-limit da la sucession di funzionai al tindi
a zero di €. Cussl o derivin in mut consistent no dome il probleme limit
di analizd ma ancje la dimostrazion che la sucession dai minimizadors
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dai funzionai e conver¢ al minimizador dal probleme limit. Doprant
la metodiche de I'-convergjence o otignin: (1) la derivazion daurman
dal funzional limit, (2) il calcul dal par diret dai sfuar¢s limit, (3) il
sclariment dai spazis funzionai dula che lis trazions limit a converzin
specificant in chest mit la 16r nature distribuzional. O crodin che i
ultins doi ponts a sedin i principai risultats di chest lavor.

2. Torsion in dominis retangolars sutii. O considerin la torsion di De
Saint-Venant par une traf cun sezion retangolar sometude a un moment
stuarzint M¢. O assumin che la traf e sedi omogjenie, isotrope, elas-
tiche liniar cun modul di tai u e sezion trasversal Q. = (—a/2,a/2) x
(—eb/2,eb/2). Nus interesse la caraterizazion dal limit asintotic da la
distribuzion dai sfuargs cuant che il parametri € al tint a zero. Denotin
cun ej, e e eg i vetors di base di un sisteme Cartesian ortogonal cun
origjin tal centri dal retangul cun as Z; e To come mostrat te Figure
1. Anin dair a la formulazion proponude pe prime volte di Prandtl

z =X (m) /
—b/2
= — — —€b/2 Q TE T
G, Ze ngjgr e @ 13]\%[
je o3 eb/2 le: 2
a/2 iy —a/2 b/2
a/2 x9 —a/2

Figure 1. Domini corint (sutil) e di riferiment (fis).

tal 1903 [12], fasint dipendi il vetor des trazions tangjenzials 7¢ di une
funzion dai sfuargs 975,

7= pa <e3 X V@Lfn) . (1)
dula che x al indiche il prodot vetorial e o al e 'angul di torsion par

unitat di lungjece, val a di la rotazion relative di dos sezions a distance
unitarie.
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La funzion dai sfuargs 1521 e je determinade dal probleme al contor

{A&fn -2 inQ.,

~ 2
Ui, =0 su 0f. @)

Definin il funzional F= : H}(Q.) — R :
Fo@)= [ V07 -4 da
Qe

alore o podin meti il probleme (2) in forme variazional

F({r) = _min  F($). (3)
GeHi(@:)

Par podé considera la soluzion limit dal probleme variazional (3)
cuant che ¢ al tint a zero al conven rapresenta lis funzions su di un
domini fis Q@ = (—a/2,a/2) x (=b/2,b/2) midiant di une trasformazion
di coordenadis x, : Q — Q., cussi definide

(531,532) = xa(xl,:cg) = (:L’l,EIL'Q). (4)

La mape X, e stabilis jenfri lis funzions definidis tai doi dominis Q.
e () une corispondence natural

b =1poxt, (5)

che e je cun di fat un isomorfisim fra H}(Q.) e H}(Q). Di chi indevant
o denotin cuntune tilde segnade parsore lis funzions definidis tal domini
fisic Q.. Da la ecuazion (5) al ven fir che

31/;_371/10 1 o 81[’_1%0 -1

Do~ Bay O Das = 0wy O (®

Fasint un cambiament di variabilis e tignint cont de (6), il funzional F¢
al devente

definint cussi un gnif funzional F¢ : H}(Q) — R. La funzion dai sfuargs
cirude ¥, = 95, o x- ' e minimize cumo il funzional F*¢, ven a stai

Fo () = min F*(¢). (8)
YeH; ()

64



Torsion in profilats sutii

3. Il probleme limit. O larin cumo a studia il compuartament limit
dal probleme variazional definit tal lis ecuazions (7) e (8). Cjapin in
considerazion une sucession di potenziai ¥°% tal che il funzional F¢ /&3
al sedi limitat tal spazi

Wi 2 (-4.8) 1) (54).
dotat de norme

a/2 oY 2

2 2
— + -
||¢||w—/ 2||¢||L2(—b/2,b/2) H&vz

—a/ L2(=b/2,b/2)

d%l.

O tachin mostrant un risultat preliminar.

Disavualiance 1 (simil Poincaré).
99

Oxo

Par dutis lis g in H& Q) : H9HL2(Q) <b ‘ 2Q)

Dimostrazion. Suponin sul prin che g a apartegni a H} (Q) N C* (),
alore

(x1,s) ds.

g(orsaz) — glortrz = [ 2

b/2 3562

Pe disavualiance di Jensen,

b/2 2 b/2 2
g° < bf ds Sb/ (ag (21, )) ds .
—b/2 —b/2 \ 02

Integrant sul domini €2 sedi a drete che a campe dal avual, si oten:

dg
87;2 (71, )

99

2 2
< b
H9HL2 > Do Lo

La tesi e seguis par densitat.

§ Cuntun picul abds di notazion o clamin sucessions ancje fameis indicizadis di un parametri continui
£€(0,1).
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Leme 2 (Limitatece).
E sedi {1°} C H} (Q) une sucession tal che sup FLW) < yoo. Alore
3

3

1 oy*

9 (‘9371

sup
15

< +o0 e sup
LQ (Q) &€

< +00.
w

E
e2

Dimostrazion. Par ipotesi e par vie de (7)

€ (o)\E e\ 2 e\ 2 c
roo> ZHN [ (AT 4 (L00) -1 aa
Q

g3 e O0r €2 Oxy g2

Doprant la disavualiance di Young: c¢d < 6 ¢ + 4—15 d? par ducjid > 0,
e la Disavualiance 1, o vin

£ e 1 £ 2 1 1 £ 2 1 o) 2 15 2 1
FO LAY (L2 L () ()
g3 q \ & 011 2 \ €2 Ozq 202 \ &2 g2 44
Sielzint 1/§ = 4b? o otignin une sume di tiermins cuadrits de bande a
drete de disavualiance chi sot

Fe () / 1oye\? 1 /1 0ve\? 1 [¢°\?

2

> il i S

too > 0"+ e3 = Jo \e 0r1 +2 €2 Oz +462 g2 da

che e impliche la tesi.

Tant che consecuence dal Leme 2 o marchin che lis derivadis dal
potenzial dai sfuarcs ¢ rispiet a x1 e xo a risultin riscjaladis di dos
difarentis potencis di €, 1 e 2 pe precision.

In gracie de compatece debile di L? e W e ven fir

Leme 3 (Compatece).
Par cualsisei sucession {¢°} C H} (Q) che e sodisfi sup % < +oo,
g

e esist une ¥ € W e une sot sucession {¢°}, no tornade a nomend, tal
che

13
vt W

1 OY® L2(Q)
€2

- 0.
e 0x1

G
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Dimostrazion. Dal Leme 2 o dedusin la esistence di une ¥ € W e di une
€ € L?(Q) tai che

€ L
E e
ot Y= o o0
/Qf _slgnﬂ) Q68$1n__61g1>()5/962 (9:6‘1_0 V’I]ECO (Q)’

e duncje £ = 0.

Pal Leme 2 il funzional £ Zr, pensat tant che funzional di ¢° /€2,
& ecuicoercif rispiet a la convergjence debile in W e par la Proposmon
8.10 di Dal Maso [3] podin carateriza il I'-limit in tiermins di sucessions
debilmentri convergjentis. Inalore fl(;p ) al I'-converg al funzional F° :
W — R te topologjie debile di W se e dome se F" (1)) < FO(w) < F'(¢)

par cualsisei ¢ € W, dula che

€

F'(p) :=T — liminf £(¢)

e—=0 g3
FeioL &
minf — (%) : parg—éwan}
J J J
€
F'(y) =T~ lim sup ()
Fei Ve .
5 (¢%) : par — —\1/)an}.
&—=0 & €j

Teoreme 4 (I'- convergjence). Al sedi F*: W — R cussi definit

FO(y) = /Q (gj’zy — 44 da.

Alore ]:EE(;,Z}E) al T-conver¢ a F° te topologjie debile di W .

Dimostrazion. O tachin provant che F0(y) < F'(3)) par cualsisei ¢ €
W. A sediny € W ey — ¢ in W. Alore, in gracie de semicontinuitat
inferior debile de norme di W, o vin

e FE 1 Oysi
> _
€;—0 Ej (w ]) her]n—l%f/g <€? Oxa >
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Par prova F” (1)) < F9(¢), assumin in prin che ¢ € C§° (Q) e con-
siderin la sucession % = 5? 1. Alore

Ej—>0

€4 2 2
lim sup f3 (¢€j) = lim Sup/ 52% —+ % _ 41/} — fo (1/})

Se v € W\ Cg° (2), alore a 'nd ¢ une sucession {¢} C C3°(€2) che e
converg in norme a ¢ in W. Stant che, da la ecuazion parsore, F" (¢y) <
FO(4r,), la semicontinuitat inferior debile di F” e la continuitat di F°
rispiet a la convergjence fuart in W a implichin

F'() < lim inf 7" () < liminf F*(4y) = F°(0)

——400

e la dimostrazion e je concludude.

4. Convergjence dai minimizaddrs. Ametin ¢; — 0. Jessint che
i—?( m) < i—?(O) = 0, pal Leme 2 la sucession {t;) /5?} e je ecuilimi-
J J
tade in W. Si che duncje e esist une sot sucession che e converg debil-
mentri in W a une funzion ,,. Pe I'-convergjence, vidét Dal Maso |3,
Corollary 7.17], ¥, e minimize F° e
. Faj Ej 0

i, () = P )
Par vie che la funzion limit v,, no dipent da la sot sucession sielzude o
vin che dute la sucession e conver¢. Cun di plui, de convessitat strete
dai funzionai F¢, o dedusin la convergjence fuarte dai minimizadors.

Teoreme 5. Cu la notazion parsore, o vin

,lpE
5 Ym, i W. (10)

Dimostrazion. Cun stimis semplicis o cjatin,

Fe, . 1 Oy N2 U5, / 1 0vs,  0Ym\2
S [ (35) -1 [ (40500
g3 () 2 /Q (52 Oza c2 4 q \e2 Oxo Oz +

4 9%%m (iaw" EM’”) + (81/””)2 _4¥m g,

Oxs \€2 Oxy 0z 0xo g2
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Lant al limit di dutis dés lis bandis dal avual e doprant (9) o dedusin

0> lim
e—0

(L% _2myr,,
Q

62 81‘2 8{[}2

Infin, doprant la disavualiance di Poincaré, o concludin la dimostrazion.

Se o imponin la condizion di stazionarietat par F°, o cjatin fir che
¥ e sodisfe il probleme diferenzial al contor

P _

837% N
Y(-3)=v(-3) =0,

che al a par soluzion

om=—(3-4) (1)

Al & interessant rimarca che la condizion al contor di Dirichlet sui
lats curts dal retangul (¢ (£a/2,-) =0) no je imponude tal probleme
limit. Chest parce che al mancje il control dai tiermins che a contegnin
la derivade dal potenzial dai sfuarcs ¢¢/e? rispiet a 27 tai funzionai g
Ancje se ¢ e je a priori une funzion tant di x1 che di x9, la soluzion ),
e dipent dome de seconde, confermant cussi la violazion dai vincui al
contor in 1 = +a/2.

La Figure 2 e mostre tré soluzions scjaladis ¢¢,/e? disegnadis tal
domini fis di riferiment €2 par valors vie vie plui pigui di €. E je evident
la convergjence viers il minimizador t,,, viot (11), dal funzional limit

Fo.

-2

Y

5. Sfuargs limit. In cheste sezion o derivin i sfuarcs limit. Par chest
fin, o scugnin prime definl in maniere consistente lis trazions 7j; e 754
tal domini di riferiment Q leantlis a chés definidis tal domini corint Q..
La definizion component par component di 7j3 e 755 € je, visantsi di
(1), dade di
Mgy ~c Mg,

~&
Ti3 = HQ 0%y T3 = —HQ 0%,
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Figure 2. Convergjence dai minimizadors.

Operant il cambiament di variabilis (4) e (5) e tignint a ments (10) al ¢
natural defini

15
R _Ti3 _ ke o5
187 7, € &2 Oxy

(12)

Par determina il coret riscjalament di 755 si avalin de ecuazion di ecuilibri,
scrite in forme debile, e aplichin un cambiament di variabilis cjatant

~ 7
O:[ T1636~ ‘i"7'23(9 da
0 0
/(7'130X58n +% xean)sda VneH (Q),

dula che la relazion jenfri 77 e n e je furnide di (5). Alore, tignint cont
di (12), o definin

~€
7€ T23 o — :U‘a 81/]777,
23 g2 € €2 Oy
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Come bielza sucedut tal Leme 2, o osservin che lis components di sfuarg
a riscjalin cun difarentis potencis di € passant dal domini corint a chel
di riferiment. Chest fat al € previodit parce che dome un dai lats dal
domini retangolar al & il spessor che al ven ridusut fintremai a zero.

O scrusignin cumo i limits dai sfuargs 773 and 755.

Il limit di 7{5 al ven fir daurman di (10). Cun di fat o vin

1 Or, M

€
Ti3 = HOo— — fo—— =:T13
13 H 82 83:2 8:62

in W.
La espression dal potenzial i, ripuartade in (11) e furnis
Ti3 = —2ua e, in Q. (13)

Il cas di 755 al € un tic plui ingredeat par vie che la esistence di un
limit no je sigurade dal teoreme di I'-convergjence. Denotin duncje cun

b b
H* = HY((=2, ), 02 (=2, 2))
(-5, 55 (5.5
il spazi dual di
b b
H=H(~2, 25 L}~ 7).
(-5, %(-5.3)
Alore
1 £ m da €
726% — sup Jo 5 3951 52 —w’; < 400
€% 0x1 ||y neH 17l g2 € iz

Partant da la limitazion parsore e ven flr che e esist une sot sucession

di s% %ﬁ’? debilmentri convergjent in H*. In efiets doprant il fat che

e /-2 : 2 : o 1 9y; ; ; ;
Yr,/€° e converg in L*(Q2), si dedis che 5 52 € je une sucession di
Cauchy in H* e che duncje e converg in norme.

Indichin cun ! la misure di Hausdorff di dimension un, e cun

+ . - b b
Bf ={§} x(-3.%). By ={-5}x(-33),
i lats terminai dal retangul in direzion z;. O contindin che

Tog — To3  in H™, (14)
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dula che
Tog = QY (HILB; — HlLB;) , (15)

al & element di H* definit di

b/2
<T23777> = po b/2¢m [77 (%7:(;2) _n(_%axQ)] dx?a VUGH

In efiets o vin

Jo Ui o e da— [ om [0(§.22) =0 (~§.32)] dry

Qo sup =
neld Il
= on
Jo(B — ¥m) gt da :
= pa sup == S =l — sl < || 5 — Um :
nell 71l 11 € 2(0)

di indula che o rivin a la afermazion (14).

Il cjamp dai sfuargs limit cemit che al risulte des (13) e (15) al
¢ ilustrat in maniere schematiche in Figure 3 I sfuar¢s 73 a an une
distribuzion liniar tal spessor e uniforme dilunc de linie mezane xo = 0
dal retangul; T3 invezit e je une misure che e a par supuart i lats curts
x1 = +a/2 dula che e a distribuzion paraboliche.

723 l \Y 1
Q T1
N

a/2 a/2

723

Figure 3. Distribuzion limit des trazions.

6. Moment stuarzint e rigjidece torsional. Il moment stuarzint aplicat
M€ al pues jessi calcolat doprant une des dos formulis chi sot

J\Zf:/~ 331%253—3%2%153(1&:2“04[ Ve, da.
Qe Qe
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N ] € . . . ~ . N \
Clamin M€ := ]\8/[—3 il moment riscjalat, e lu esprimin cussi:

Ma

MF* =
23

)
:/a:lrfg—xzrf3da:2ua/¢;”da.
Q O €

Midiant dai risultats di convergjence burits far tes sezions precedentis o
cjatin che M*¢ al conver¢ a un moment M che lu podin scrivi tant che

b3
M=2pa /@bmda:,uoza,
Q 3
o ben tant che
M = (123, 21) —/332 713 da, (16)
Q

dula che i doi contribiits de bande a drete dal avual in (16) a son dats
di

b/2

= [ s (G () =Y

9 ab?
— [ xomzda=2pa | x5da=po——-.
Q Q 6

Si cjate infin che ognidune des componentis di sfuarg e puarte metat de
rigjidece torsional total; in particolar al ven fur che il contribut di 7o3
al & chel di une cubie di fuarcis F' = pa ffl/jQ Py dxo aplicadis sui lats
curts dal domini retangolar.
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